METHODES ANALYTIQUES POUR L’ETUDE DES SINGULARITES
EN GEOMETRIE COMPLEXE

par

Henri Guenancia

Résumé. — Nous donnons dans ce travail un panorama des méthodes récentes et fondamentales
dans I’étude des singularités des fonctions plurisousharmoniques, avec en point de mire le théoréme
de semi-continuité de ’exposant de singularité complexe, démontré par Demailly et Kolldr. On pré-
sentera d’abord un apercu de la notion de fonction plurisousharmonique, avant d’introduire les objets
caractéristiques qu’on leur attache pour mesurer leurs singularités. Au passage, nous donnons une des-
cription précise de 'idéal multiplicateur associé a une fonction psh radiale, étendant ainsi le théoréeme
de Howald au cadre analytique. On évoquera ensuite les résultats fondamentaux de la théorie L2, du
théoréme d’extension d’Ohsawa-Takegoshi au théoréme d’annulation de Nadel, puis nous proposons
une définition analytique des idéaux adjoints, nous permettant de retrouver une version qualitative
du théoréeme de Manivel. Alors, en utilisant de maniére cruciale les résultats d’approximation de
Demailly, nous donnerons la preuve du théoréeme de semi-continuité. Enfin, nous donnerons une ap-
plication naturelle de ce dernier résultat, a savoir un critére géométrique di & Nadel garantissant
Pexistence de métriques de Kéahler-Einstein sur les variétés de Fano.
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PARTIE 1
PLURISOUSHARMONICITE

Dans cette partie, nous faisons un tour d’horizon de la notion de fonction plurisousharmonique en
se concentrant aussi sur la notion d’exposant de singularité complexe, qui est I’objet du théoréme
de semi-continuité de Demailly et Kollar que nous démontrerons dans la troisieme partie. Si les
fonctions plurisousharmoniques ont été introduites il y a déja quelques temps (~ 1942), certains
outils essentiels tels que les faisceaux d’idéaux multiplicateurs sont eux plutdt récents (années 90),
et ainsi l'objectif de cette premiere partie va étre d’introduire naturellement la notion de pluri-
sousharmonicité afin de préparer a la deuxieéme partie qui expliquera les méthodes modernes et
présentera quelques résultats récents.

Dans cette section, qui se veut un apergu suffisamment général pour la suite de la théorie des
fonctions plurisousharmoniques, nous ne donnerons pas toutes les preuves (loin de 1a!), car elles sont
essentiellement présentes dans les livres de références [Dem]|, [H594], [Lel68] ou encore [Kra92],
et les recopier systématiquement ne présente vraisemblablement pas beaucoup d’intérét.

Nous avons choisi de ne pas redéfinir la notion de courant, et en particulier celle de courant positif,
en préférant renvoyer le lecteur a l'article introductif d’une grande clarté de Jean-Pierre Demailly
[Dem92].

1. Fonctions sous-harmoniques

La notion de fonction sous-harmonique est assez large, et est a la base une notion développée en
dimension réelle égale & deux, en lien étroit avec le probleme de Dirichlet. Dans [Kra92], 'approche
choisie est de définir une fonction sous-harmonique par une propriété de type qualitatif, en pratique
difficilement vérifiable ad hoc.

Ici, nous donnons directement une définition maniable, pour en déduire ensuite les propriétés at-
tendues.

Pour simplifier I’écriture, on va fixer quelques notations concernant les moyennes sur les boules
ou les spheres d’une fonction borélienne u (majorée ou minorée) sur une boule B(a,r) C R™ :

1
puliiar) = s [ a)dute),
M(B(a’7 T)) B(a,r)
1
us(u;a,r) = 7/ u(x)do(x).
/J,(S(Cl, T)) S(a,r)
Définition 1.1. — Soit u : Q C R™ — [—00, +00o[ une fonction semi-continue supérieurement. On

dit que u est sous-harmonique si pour toute boule B(a,r) C €, on a
u(a) < pm(ua,7).
En fait, on peut de manieére équivalente demander 'inégalité sur des spheres :

Proposition 1.2. — Soit u : & C R" — [—o0,+00[ une fonction semi-continue supérieurement.
Alors on a équivalence :
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(1) u est sous-harmonique ;
(ii) u(a) < ps(usa,r), VB(a,r) C Q.

Remarque 1.
Une remarque importante est qu’une fonction sous-harmonique est déterminée par sa donnée
presque partout : en effet, on a I’inégalité suivante pour tout zg € Q :

limsup sup u(z) < u(z0) <limsuppup(u;a,r) <limsup sup u(z)
r—0 z€B(zq,r) r—0 r—0 zeB(zq,r)

grace a la semi-continuité supérieure pour l'inégalité de gauche, et par définition de la sous-
harmonicité pour l'inégalité de droite. Ainsi u(z9) = limsup,_,qpuB(u;a,r) est déterminée
par sa valeur sur un ensemble de mesure pleine.
Des définitions, on peut déduire sans grande difficulté deux propriétés fondamentales des fonc-
tions sous-harmoniques :

Théoréeme 1.3. — S5i §) est connexe et si u est sous-harmonique sur §2, alors soit u = —o0, soit
u € L ().

loc

Ce résultat de locale intégrabilité est important car il nous permet de voir une fonction sous-
harmonique comme une distribution, et en particulier d’étudier les propriétés différentielles de telles
fonctions.

On connait bien le principe du maximum pour les fonctions holomorphes (plus précisément leur
module) ; en fait ’énoncé se généralise a la vaste classe des fonctions sous-harmoniques :

Théoréme 1.4 (Principe du maximum). — Si u est sous-harmonique sur §), alors :
supu = limsup  u(z).
Q Q52z—00U{cc}

On passe maintenant aux propriétés de type différentiel, c’est a dire essentiellement faisant usage
du laplacien.

Pour commencer, en utilisant la formule de Green, on peut montrer (cf [Dem]) qu’on dispose de
la formule suivante, appelée parfois formule de Gauss :

r

(1.1) us(u;a,r) =u(a) + %/0 up(Au;a,t)tdt.

Remarque 2.
Ceci montre qu’une fonction u de classe €2 est sous-harmonique si et seulement si son
laplacien vérifie Au > 0.
Le résultat suivant, qui permet d’approcher de maniere décroissante une fonction sous-harmonique
par des fonctions lisses va étre d’un usage systématique par la suite :

Théoréme 1.5. — Soit u une fonction sous-harmonique sur Q) telle que u Z —oo sur chaque
composante conneze de )

Alors pour toute famille (pe) de noyaux radiauz régularisants, alors ux p. est sous-harmonique lisse
sur Qe = {x € Q; d(x,°Q) > €}, et de plus la famille (u*p.) est croissante en € et lim._ou*p. = u.
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Démonstration. — On commence par le cas ot u est €2. Alors, si p(x) = p(|z]), et 0p_1 =
wu(S(a,r))ri=m:
1
(1.2) ux pela) = / u(a + ex)p(z)d\ = Un,l/ ps(u;a,et)p(t)t"tdt.
B(0,1) 0

Or, la formule de Gauss 1.1 nous montre que ps(u;a,r) est croissante en r, donc € — u * p.(a) est
bien croissante.
Dans le cas général, il est facile de voir que u est sous-harmonique si et seulement si on a I'inégalité

u<uxp, sur Q. Vr>0,

ou p, désigne la (densité de la) mesure de probabilité uniforme sur B(0,r). Ainsi, comme la convo-
lution par une fonction positive préserve 'ordre, on a u* pe < u* pe * pr sur €, et donc ux p, est
sous-harmonique lisse sur €)..

On peut donc appliquer le résultat de croissance déja montré dans le cas lisse pour dire que
U % pe * py est croissant en 7, et par symétrie, il est croissant en e, et il en est donc de méme
de limy, o U * pe % py = U * Pe.

Enfin, comme

1
On_1 / pHt"tdt =1,
0

léquation (1.2) montre que u * p. > u; de plus la remarque 1 jointe au principe du maximum
montre que u = limsup, _,q s (u;-,7), et alors le lemme de Fatou (on peut se ramener au cas ot u
est négative au voisinage du point considéré, par semi-continuité inférieure) appliqué & 1’équation
(1.2) montre qu’on a limsup,_,, u * pe < u, donc finalement, lim._,ou * p. = u ce qui conclut.

O

Muni du théoreme précédent, on peut énoncer un résultat crucial reliant la notion de sous-
harmonicité, intrinsequement liée a des propriétés de moyennes, a une propriété différentielle, qui
est le prolongement naturel de la remarque 2 :

Théoréme 1.6. — Soit u une fonction sous-harmonique sur Q telle que uw Z —oo sur chaque
composante conneze de Q. Alors Au est une mesure positive.

Réciproquement, si v € D'(Q) est telle que Av est une mesure positive, alors il existe une unique
fonction u sous-harmonique sur Q telle que v soit la distribution associée d u.

Démonstration. — L’idée est de considérer v, = v * p. qui est sous-harmonique et lisse d’apres le
cas €2. On voit ensuite que (ve) est croissant en €, donc on peut construire sa limite simple w,
sous-harmonique. Alors, comme v, tend faiblement vers v, le théoréeme de convergence monotone
montre que u représente bien v. Quant a l'unicité, elle réside dans le fait qu’il existe une unique
fonction sous-harmonique qui coincide avec u presque partout, ajouté au fait que deux fonctions
localement intégrables égales au sens des distributions sont égales presque partout. O

Pour finir, on donne le résultat suivant, point clé dans le théoreme de Hartogs concernant le
prolongement des fonctions holomorphes définies en dehors d’un compact en dimension complexe
supérieure ou égale a 2. Nous nous en servirons lors de 1’étude des fonctions quasi-psh, et plus
précisément pour établir un théoreme de compacité LP.
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Théoréme 1.7 (Lemme d’Hartogs). — Soit (u,) une suite de fonctions sous-harmoniques sur
Q C R™ localement uniformément majorées. On suppose que

lim sup u, () < M
n——+o0o

pour tout x € §, et pour une certaine constante M. Alors pour tout € > 0 et tout compact K C (Q,
il existe un entier ng tel que pour tout n = ng,

sup uy(z) < M +e.
zeK

Démonstration. — Le résultat est local, donc on peut supposer que toutes les fonctions u, sont
négatives, et M < 0. Puis, par compacité de K, on se raméne a prouver que pour tout € > 0 et
a € Q, il existe § > 0 et ng € N tels que pour n > ng, on ait

sup  up(z) < M +e.
z€B(a,d)

On fixe donc a € Q et € > 0. On considére alors 7 > 0 tel que B(a,r) C £, puis on choisit un § > 0

tel que B(a,r +20) C €, et
ro\" €
M+ = M .
(T+5> ( +2) < +e€

Alors, le lemme de Fatou nous dit que

lim sup pp (un;a,r) < pp(limsup u,; a,r) < M.
n—-+oo n——+oo
Alors, on choisit ng tel que pour n = ng, on ait pp(uy;a,r) < M+ §. Enfin, pour tout = € B(a, ),

on a:
m

T

car u, est négative, et 7 u(B(a,r))! est une constante indépendante de 7.
En regroupant tout ce qui a été dit, on conclut tres facilement. O

Up (2) < pp(un;a,r+96) < pB(un;a,r)

2. Fonctions psh

Il y a de nombreuses maniéres d’introduire les fonctions psh, car, comme toutes les notions fonda-
mentales, la notion de plurisousharmonicité peut s’aborder de différents points de vue. L’approche
la plus naturelle consiste peut-étre & dire, en suivant [Lel68] dans son article fondateur, qu'une
fonction psh (sur un ouvert de C™) est la version complexe d’une fonction convexe (sur un ouvert
de R?"). Ou encore que la plurisousharmonicité est la version géométrique, au sens complexe, de la
notion de sous-harmonicité.

Soyons maintenant un peu plus précis. Une fonction f, disons €2 si I'on veut éviter le langage
des distributions pour le moment, sur un ouvert de R2" est convexe si, par définition, sa hessienne

2
(réelle) ( 83 afz- (a)) est positive (on dit parfois semi-positive pour éviter les confusions avec 1’an-
B 0,J

glais) en tout point a.
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. . . . 2 .
Alors une fonction u de classe €2 sera dite psh si sa hessienne complexe ( a? 55 (a)) est semi-
1022 ) 4

positive pour tout a.
Pour avoir une définition général, il nous faut cependant le langage -trés pratique- des distributions :

Définition 2.1. — Soit Q un ouvert (connexe) de C™, alors une fonction u : Q — [—00, +00] est
dite plurisousharmonique (psh) si elle est identiquement égale & —oo, ou si elle est semi-continue
supérieurement (scs), localement intégrable, et si pour tout vecteur A = (Ag,...,\,) € C" et tout

point a € €, la distribution

0%u < ,
Hu(\):= Y azagk(a)xixjep(m

1<i,j<n

est une mesure positive.

Remarque 3.

Par commodité d’écriture, on a défini la notion de fonction psh sur un ouvert connexe.
Bien sfr, cette notion s’étend & un ouvert quelconque en demandant d’étre psh sur toute
composante connexe. On note alors Psh(€2) I’ensemble des fonctions psh sur Q.

L’avantage de définir ainsi les fonctions psh est qu’on voit tout de suite qu’il s’agit d’une notion
géométrique. En effet, si f est une fonction holomorphe entre deux ouverts U C C™ et V' C C™ alors
si u est de classe €2 et psh sur V, f*u = uo f est psh sur U. Pour le voir, un simple calcul utilisant
le fait qu’en une variable, %(u o fi(a) = ‘g—;‘(a)o %(a) et %(u o f)(a) = %(a) g—’;(a) montre que
H(uo f)a(X) = Hugp)(f'(a)-A), out f'(a) = (01f(a),...,0nf(a)) est la jacobienne de f en a.

On pourrait aussi utiliser le fait que f* préserve le bidegré, donc commute & 0 et 9, ce qui donne

la méme formule.

Ainsi, en choisissant pour f un biholomorphisme entre deux ouverts de C”, on voit qu’une fonction
u de classe €2 sur une variété complexe, est psh lue sur U;NU ; via la carte ¢; est psh si et seulement
si elle I'est via la carte ;. Ainsi, la notion de fonction psh sur une variété complexe a bien un sens
(il reste une étape pour les fonctions psh générales, qui est facile & franchir une fois le théoréme 2.4
connu).

Le lien entre convexité holomorphe (ou plurisousharmonicité) et convexité réelle dépasse la seule
ressemblance dans les définitions. Tout d’abord, nous verrons dans la partie sur la pseudoconvexité
qu’une fonction convexe sur un ouvert de R??, vue sur C”, est toujours psh. Inversement, on dispose
du résultat suivant :

Proposition 2.2. — Soit u(z) une fonction psh sur C" que ne dépend que de x = Re(z). Alors
via l'injection naturelle R™ — C", ugn : x — u(x) est une fonction conveze.

Démonstration. — L’assertion est claire dans le cas ou la fonction u est de classe €2. En effet,
0%u 0%u 0%u ) 0%u 0%u
4 — = + +1 -
0z;0%) O0z;j0x,  Oy;0ys O0z;0y,  Ox0y;
0%u

&Tj&r,k
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et ainsi les hessiennes complexes et réelles coincident a un facteur 4 pres.

Quant au cas général, il se déduit du cas précédent par convolution par un noyau régularisant radial
Pe, car alors ux p.(z) ne dépend encore que de la partie réelle de z, et une limite (décroissante) de
fonctions convexes est convexe. O

Munis de la définition 2.1, on peut maintenant se demander quel le lien entre plurisousharmo-
nicité et sous-harmonicité annoncé dans le préambule de ce paragraphe. Tout d’abord, le laplacien
étant (& un facteur 4 pres) la trace de la hessienne complexe, il est clair qu’une fonction psh (non
identiquement nulle sur chaque composante connexe de 'ouvert de définition) est sous-harmonique
presque partout, mais le passage a « partout »n’est pas si évident (penser a la fonction indicatrice
de {0} qui est localement intégrable, scs, & laplacien positif, mais bien stir pas sous-harmonique).
Mais en fait, le résultat suivant regle notre probleme :

Théoréme 2.3. — Une fonction u : Q — [—o0, +00[ définie sur un ouvert Q C C™ est plurisou-
sharmonique si et seulement si :

(1) u est semi-continue supérieurement ;

(i1) pour toute droite (affine) complexe L C C", ujonr est sous-harmonique sur QN L.

Démonstration. — On donne ici seulement une esquisse de la preuve.

Tout d’abord, si u est €2, ’équivalence est claire car si w € C,a € 2, A € C”, on a la formule :
0? 02 <

u(a + wA) = ———ula + wA) A\,

1<i,5<n

et on sait qu'une fonction u de classe €2 sur un ouvert de C est sous-harmonique si et seulement si
son laplacien est positif en tout point.

Le cas général s’en déduit sans grandes difficultés une fois connue la propriété d’approximation
donnée ci-dessous. O

Théoréme 2.4. — Soitu € Psh(Q) non identiquement égale & —oo sur aucune composante connexe
de Q. Si (pe) est une famille de noyauzr radiaux régularisants, alors u % p. est € et psh sur
Qe = {x € Q; d(2,°Q) > €}, et tend en décroissant vers u quand € — 0.

Remarque 4.

Avec cette caractérisation 1, il devient trés facile de voir que si (ua)aca est une famille
de fonctions psh telle que uw := sup4 ua est scs, alors u est psh. Dans le cas général, on
peut définir une régularisée u* de u telle que u* est psh (ou encore scs), et u* = u presque
partout.

Pour clore la question du lien entre fonctions sh et fonctions psh, on donne le résultat intéressant
ci-dessous :

Théoreme 2.5. — Soit Q) C C™ un ouvert connexe, alors une fonction u est psh sur 0 si et seule-
ment si elle est sous-harmonique, et si uo A le demeure au voisinage de O pour toute transformation
compleze affine telle que A(0) € Q.
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Démonstration. — Un sens est évident par ce qui a déja été dit. L’autre est plus subtil. Quitte &
composer par une translation, on peut supposer que A(0) = 0 € 2, la notion de plurisousharmonicité
pouvant se vérifier localement.

On se donne alors A € C™ non nul, et on va utiliser la matrice, pour o € C*,

Mo\,
gag1 tee ga9n
Ay =
00n1  *°° OGpp

avec les a;; choisis de telle sorte que la matrice soit inversible.
Alors, en prenant le laplacien complexe :

" 9% (uo A,
AluoAs)o = Z ﬁm)
Pt kOZk
2 0%u
= Z (Aa)ik(Aa)jkri_(O)
k=11<i,j<n 9210z,

= Huo(\) +0[>> Huo((az;),)
=2

On sait que cette derniere quantité est toujours positive, et on obtient alors le résultat recherché en
faisant tendre o vers 0. O

Ezxzemple 2.6. — On sait qu’en dimension complexe égale a 1, les notions de sous-harmonicité et
de plurisousharmonicité coincident. En revanche, deés la dimension 2, I’exemple suivant tres simple
décrit bien le résultat précédent : on prend f(z1,22) = |21]? — |22]?, qui est évidemment sous-
harmonique sur C2. En revanche, tout changement de coordonnées linéaire élémentaire (21, z2) +
(Az1, zo) transforme f en (z1,22) — |AJ?|21|? — |p|?|22]? qui n’est plus sous-harmonique dés que
A< Jul.

Voici maintenant une propriété fondamentale bien qu’élémentaire (la preuve se voit en écrivant
une fonction convexe comme supremum de fonctions affines) pour construire des fonctions psh a
partir des exemples simples du type ||z||?,log]|2|],|f|? pour f holomorphe ...

Proposition 2.7 — Soient ui,...,u, € Psh(Q), et x : RP — R une fonction conveze, croissante
en chacune de ses variables. Alors x(u1,...,up) est psh.
Exemple 2.8. — Ainsi, u1 + - - - + up, max(u1,...,up), log(e™ +-- -+ e"r) sont des fonctions psh

des que les u; le sont aussi.
Alors, en prenant u; = «;log|f;| avec o; > 0 et f; une fonction holomorphe (sur une variété
complexe), alors on trouve que log(|f1|** + -+ |fp|*?) est psh.

Le dernier exemple est fondamental, et on va méme donner un nom a de telles fonctions psh, qui
forment le cadre analytique le plus naturel pour généraliser certaines notions algébriques (nous y
reviendrons en détail, par exemple dans la partie sur les idéaux adjoints) :
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Définition 2.9. — Soit X une variété complexe, on dit qu'une fonction u € Psh(X) a des singu-
larités analytiques si u peut s’écrire localement sous la forme :

u=alog([fil +---+[fp]) + v,

avec des fonctions holomorphes f1,..., fp, @ > 0 un réel, et v une fonction bornée.

Pour illustrer le bon comportement local des fonctions psh, on donne le résultat suivant, issu de
[Dem] pour la premieére partie, et de [H694] (thm 3.2.12) pour la deuxiéme, et qui nous servira
par la suite :

Théoréme 2.10. — On dispose de deuz types de compacité :

(i) Le cone convexe Psh(Q2) N L _(Q) est fermé dans Li () et a la propriété que tout sous-

loc loc
ensemble borné est relativement compact ;
(i1) Soit (up) une suite de fonctions psh localement uniformément majorées sur Q, alors soit
(un) converge localement uniformément vers —oo, soit il existe une sous-suite convergeant vers une
fonction psh u dans tous les L (Q), 1 < p < +o0.

loc

Le résultat suivant, démontré dans [H694] (thm 3.2.13), et déja presque intégralement valable
pour les fonctions sous-harmoniques, montre a quel point le cadre des fonctions psh est tres agréable
du point de vue topologique :

Théoréme 2.11. — Soit (u,) une suite de fonctions psh sur un owvert connexe Q@ C C", avec
Up £ —00. On suppose que (uy,) converge vers une fonction psh u au sens des distributions. Alors
la suite (uy) est localement majorée sur tout compact de Q, et u, — w dans LI (Q) pour tout
p € 1, +ool.
De plus, pour tout compact K C Q, et toute fonction f € CAK), on a :
lim sup(uy, — f) < sup(u — f).
n—-+4o0o K K

Ainsi, il existe une topologie naturelle sur les fonctions psh sur une variété complexe ; c’est celle

que nous choisirons dans toute la suite.

3. Fonctions quasi-psh

Meéme si la notion de fonction psh a un sens global, on s’intéresse le plus souvent au comportement
local de telles fonctions. Cependant, sur une variété (kihlerienne) compacte, le principe du maximum
nous dit qu’il n’y a pas de fonction psh non constante.

Un moyen simple de contourner ce probléeme est de rendre la notion locale :

Définition 3.1. — Soit (X, w) une variété kihlerienne compacte. On dit qu’une fonction u sur X
est quasi-psh si elle s’écrit localement comme somme d’une fonction psh et d’une fonction de classe
€. On note QPsh(X) (resp. QPsh(X,v) pour v une fonction continue positive sur X) I’ensemble
des fonctions quasi-psh sur X (resp. v-psh, ie dd°u > —yw). On munit alors QPsh(X,~v) de la
topologie induite localement par les fonctions psh.
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Avec cette définition, on n’a donc pas forcément ddu = %aéu positive, mais on aura toujours
dd“u > —Cw pour C une certaine constante.
On introduit les classes suivantes, toujours pour X kéhlerienne compacte :

P = {u € QPsh(X); dd°u > —w et maxu =0} C QPsh(X,1);

Py ={u € QPsh(X); dd°u > —w et / uw™ =0} C QPsh(X,1).
X

et on s’intéresse a leur compacité.

Tout d’abord, un peu de réflexion nous dit que la partie (i7) du théoréme 2.10 se généralise bien
aux fonctions quasi-psh sur une variété compacte X, vérifiant dd°u,, > —Cw. En effet, sur des
ouverts de cartes U; (ou plutét sur un ouvert relativement compact V; de U;), on peut trouver une
fonction psh ; telle que dd®p; > Cw sur V;, et donc (u, + @), sera bien une suite uniformément
majorée de fonctions psh. On a donc convergence dans LP sur chaque V; vers une fonction u; quasi-
psh avec dd°u; > —Cw, et en choisissant un recouvrement U; tel que V; recouvre encore X, on
recolle les u; (c’est automatique en fait, car (u,) converge dans LP sur un nombre fini de compacts
recouvrant X) en une fonction u qui est la fonction cherchée.

Une fois cette remarque effectuée, on peut passer a la propriété de compacité fondamentale suivante :

Théoréme 3.2. — Soit X une variété kihlerienne compacte. Alors les espaces PP et Py sont
compacts.
Démonstration. — Soit (ur) C ;. La suite est uniformément majorée, et on peut tout de suite

exclure le cas ou (uy) tend uniformément vers —oo. Donc quitte & extraire, on peut supposer que
(ug) converge dans LP vers une fonction quasi-psh w vérifiant dd°u > —w. Il faut montrer que
maxu = 0. Si ce n’était pas le cas, alors il existerait ¢ > 0 tel que u < —c. Le lemme de Hartogs
(appliqué & un nombre fini d’ouverts de cartes par exemple) nous montre alors que pour n grand,
on a encore u; < —c¢, ce qui est absurde car ug € .

On considére maintenant le cas ol (ug) C 5. On pose my = maxuyg, et vy = up — my. Alors
(vk) C ZP1, et quitte & extraire, on peut supposer que (vg) converge dans LP vers une fonction
v € P1. Mais par définition de P, on a :

my = —/ vt — — vw".
X k—+o0 X
On pose alors m := — fX vw™, et u = v+ m. On a bien u € P, et ug converge dans LP vers u, ce
qui conclut. O

La preuve de ce théoreme a montré que maxu convergeait vers une quantité finie, donc en
particulier, on a directement le résultat suivant, que I'on utilisera dans la derniere partie de ce
mémoire au moment d’établir une condition de fermeture, garantissant I’existence d’une métrique
de Kahler-Einstein :

Corollaire 3.3. — Soit X une variété kihlerienne compacte, alors

sup maxu < 400.
u€ Py
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4. Pseudoconvexité

Dans cette partie, nous allons parler brievement des domaines de C" et des variétés complexes
qui vont nous intéresser dans la suite du mémoire. Nous n’aborderons pas les notions de domaine
d’holomorphie, d’holomorphe convexité, de variété de Stein, mais seulement celle de pseudocon-
vexité (et aussi la faible pseudoconvexité), mais il est bon de garder en téte que toutes ces notions
sont équivalentes (pour les ouverts de C™), et qu’en fait, regarder les ouverts pseudoconvexes (ou
les variétés pseudoconvexe) est un choix naturel.

Rappelons la définition suivante :

Définition 4.1. — Une fonction 1 : X +— [—00, +00[ sur un espace topologique X est une fonction
d’exhaustion si tous les sous-niveaux X. = {z € X;9(z) < c¢},c € R sont relativement compacts.
De maniere équivalente, 1 est une exhaustion si et seulement si ¢ tend vers +oo suivant le filtre
des complémentaires des parties compactes.

Définition 4.2. — Soit X une variété complexe de dimension n, alors on dit que X est :
o faiblement pseudoconvexe s'il existe une fonction d’exhaustion lisse psh ¢ € Psh(X)NE>*(X);
o fortement pseudoconvexe s’il existe une fonction d’exhaustion lisse strictement psh ¢ € Psh(X)N

€ (X); ie Hi est définie positive en tout point.

Ezemple 4.3. — La boule unité ouverte B de C™ est (fortement) pseudoconvexe.
En effet, considérons la fonction ¢ définie sur B par ¢(z) = —log(1 — ||z||?), on va montrer que ¢
est plurisousharmonique, ce qui conclura. Pour cela, on calcule :

(2:0:9)(2) = —0;0;log(1 — 22) = 9; (1%6123) = W

-2z 1—1[2[[)

@210 =0 (Es ) = TS i £0)

1—2z (1 —1l=11*)?
Ainsi, la forme hermitienne ®(z) associée & 0 en z = (z1,...,2,) est bien définie positive car si
w = (wy,...,w,) € C",
n 2 n
B(2)(w) =Y ww + Y Wizmzgwy = [[wl[P+ D zwi| =Y |zw
i=1 1<i#j<n i i=1
>0

On aurait aussi pu dire que [0,1[> = — —log(1 — z) est convexe croissante, et z — ||z||? psh.

En fait, il se trouve que pour un ouvert  de C", le choix de la fonction g : z — —log d(z,°Q?)
est canonique. En effet, un ouvert 2 C C" est faiblement pseudoconvexe si et seulement si pq est
psh sur €, et le cas échéant, 2 est automatiquement fortement pseudoconvexe grace au théoreme
d’approximation de Richberg. Ces conditions sont également équivalentes a I'existence d’une fonc-
tion d’exhaustion psh (a priori non lisse). On renvoie & [Dem)] pour tous ces résultats.
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Comme son nom l'indique, la notion de pseudoconvexité pour les ouverts de C™ est I’analogue
complexe (la généralisation en fait) de la notion géométrique de convexité, qu’elle rend holomor-
phiquement stable.

Comment le voir ? Plagons nous du point de vue fonctionnel en remarquant que toute fonction
convexe sur un ouvert de {2 de C" est psh. Donnons deux méthodes pour comprendre ce résultat.

Tout d’abord, on peut dire qu’une fonction est psh si restreinte a toute droite complexe, elle est
sous-harmonique. Or, en dimension complexe égale a un, la convexité implique la sous-harmonicité
car 40,0, f = A, f = tr(Hess_f). Enfin, une fonction convexe sur un ouvert est continue donc scs.

De maniere plus indirecte, on peut dire aussi qu'une fonction convexe f est en tout point le
supremum des fonctions affines globalement inférieures a f. En remarquant que toute fonction
affine réelle sur R2" est la partie réelle d’une fonction affine complexe définie sur C", on obtient que
f est le supremum de fonctions pluriharmoniques. Elle vérifie donc la condition de sous-harmonicité
sur chaque droite, et étant continue, elle est psh.

Il reste maintenant a faire le lien avec les ouverts pseudoconvexes de C". Si ) est un ou-
vert convexe de C™, alors il posseéde une fonction de jauge Jg : C* — R, convexe et vérifiant
Q = J5'([0,1]) et 9Q = J5'(1). Comme x + —log(l — =) est convexe croissante sur [0, 1[, la
fonction —log(1 — Jq) est une fonction d’exhaustion de €2, ce qui conclut par les remarques suivant
I'exemple 4.3.

Pour finir ces remarques, on peut également noter que des lors que 1’on sait qu’un ouvert de C™
est pseudoconvexe si et seulement si ¢’est un domaine d’holomorphie (c’est-a-dire admettant une
fonction holomorphe n’admettant pas de prolongement & un ouvert fixé rencontrant 952), il devient
évident qu’un ouvert convexe est pseudoconvexe (considérer un hyperplan d’appui pour un point
de Pintersection de I'ouvert avec 0f2).
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PARTIE II
LA THEORIE L2

Pourquoi la théorie L? ? C’est une, voire la question naturelle & se poser avant de commencer a

lire cette partie. Et c’est une question assez profonde en fin de compte. En effet, de maniere général,
il est plus simple, surtout si 'on veut comprendre précisément des singularités, de se placer dans
le cadre L°°, mais en fait, ce cadre n’est pas adapté a la géométrie complexe, et donne lieu a des
objets un peu bannis comme des faisceaux analytiques non cohérents. Ainsi, il va falloir travailler
avec d’autres espaces, et évidemment, le plus abordable est maintenant 1’espace L.
Pour résumer, la théorie L? s’intéresse aux fonctions holomorphes f qui sont L? par rapport a la
mesure e 2¢dV, dans des coordonnées disons (on peut aussi se demander pourquoi on choisit un
tel poids, pour cela, un bon moyen de se convaincre consiste a regarder les fonctions du type log | f|
avec f holomorphe). On utilise alors les méthodes hilbertiennes standards, qui s’accordent bien avec
les résultats de théorie de Hodge L? également, et finalement, on peut établir des théorémes tres
profonds, comme la résolution de 'opérateur O pour certain fibré en droites & courant de courbure
strictement positif (c’est I’équivalent global de la notion de fonction -strictement- psh) ou encore le
célebre théoreme d’Ohsawa-Takegoshi.

5. Méthodes L? pour la résolution du 0

Un probleme fondamental en géométrie complexe est celui de la résolution de I'équation 0f = g
oil g est donnée et vérifie bien stir dg = 0. Deux principales questions se dégagent de ce probleme :
tout d’abord celle de l'existence (existe-t-il une solution ? quelle régularité espérer...) et ensuite celle
du contrdle (au sens d’une norme intégrale) de la solution f par la donnée g.

Pour étre résolu correctement, il faut fixer un grand nombre de parametres : propriétés de la variété
de départ (ouvert pseudoconvexe, variété kihlerienne complete...), de la nature de f et g (fonctions,
formes différentielles, sections d’un fibré holomorphe), de la régularité de ces derniéres, ou encore
des propriétés des fibrés en question (positivité/semi-positivité de la courbure...), et enfin le type
précis du controle que I'on cherche.

Ainsi le nombre de résultats qui gravitent autour de ce probléme est considérable, mais nous ne
voulons ici donner qu’'un bref apercu des résultats les plus significatifs, et qui nous serviront par la
suite. Nous renvoyons au texte de [Ber95] pour un apercu progressif assez vaste de la question.

Nous allons ici suivre la présentation de [DBIP96] en donnant tout de suite le cas trés géné-
ral d’une variété kahlerienne complete muni d’un fibré holomorphe hermitien. Pour les définitions
usuelles que nous ne redonnerons pas ainsi que pour tous les résultats que nous ne démontrons pas,
nous renvoyons donc au livre cité ci-dessus. On commence par donner un résultat d’approximation :

Proposition 5.1. — Soit (X,g) une variété compléte, et E un fibré vectoriel hermitien sur X
muni d’une connexion hermitienne D. Alors D* coincide avec ’adjoint hilbertien de D, et [’espace
D(X,A*T%E) des sections €°° a support compact est dense dans Dom D,Dom D* et Dom D N
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Dom D* respectivement pour les normes des graphes
we [lull +[[Dull,  we fful] + D], w e [lul] + [[Dul| + [[D*ul].

Rappelons que 'on note encore D 'opérateur non borné entre les espaces de Hilbert L? (X, APT%®
E) — L?(X,A\PT'T% ® E), et que par définition, u € Dom D si et seulement si Du, calculé au sens
distributions, est encore dans L2.

On peut aussi étendre le théoréme de Hodge donnant une décomposition de 'espace L?(X, A*T% @
E):

Théoréme 5.2. — Avec les notations précédentes et si D?> = 0, alors il y a une décomposition
orthogonale :
L*(X,A*T% ®E) = #7%(X,E)®ImD ®Im D*
KerD = J%(X,E)®ImD

ot #7%(X,E) = {u € L*(X,A*T% ® E); Au=0} est l'espace des formes harmoniques L* sur X.

Avant de passer a la résolution du 0, il nous faut rappeler I'identité de Bochner-Kodaira-Nakano :
si (X,w) est une variété kéhlerienne, les laplaciens complexes Ag, et Ay, agissant sur les formes a
valeurs dans FE satisfont I'identité

App = Aoy + [1O(E), Al

ou O(FE) désigne la courbure de Chern du fibré hermitien F, et A = L* est 'adjoint formel de
lopérateur de Lefschetz L : oo — w A « agissant sur les formes différentielles.
En particulier, si X est compacte, et u € €< (X, APIT% ® E), on a 'inégalité a priori :

(5.1) Bl 2 + 1|50l > /X ([iO(E), Alu, udV,.

Voild maintenant le résultat qui est la clef de votite de la théorie L?, en particulier pour les
théoremes d’annulation de cohomologie.

Théoréme 5.3. — Soit (X,w) une variété kihlerienne complete. Soit E un fibré vectoriel holo-
morphe hermitien de rang r sur X tel que Uopérateur de courbure A = AR = [iO(F), A,] soit
semi-positif sur toutes les fibres de AP9T% ® E,q > 1. Soit g € L*(X, AP9T% ® E) une forme telle
que

Opg=0et / (A™1g, g)dV,, < 400
b's

(auz points ot A n’est pas défini positif, on suppose qu’un antécédent A~'g existe presque par-
tout, et on choisit 'antécédent de norme minimale, orthogonal a KerA). Alors il existe f €
LA(X,AP97'T% @ E) telle que

Opf=yg et /Ifldew</<A_1g,g>de-
X X

Démonstration. — On va commencer par étendre I'inégalité a priori (5.1) aux formes u € L*(X, APT%®
E) telles que dpu, 5%11 € L2. Pour ce faire, comme dg = D%! si D est la connexion de Chern de E,
on peut utiliser le résultat d’approximation 5.1 pour écrire u comme limite (au sens L?) de formes
uy, qui solent € & support compact, et telles qu’on ait également convergence dans L? de Opu,,
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(resp. O5uy,) vers dgu (resp. Ohu).
Le convexe Ker Op est faiblement fermé, donc il est fortement fermé. On a donc une décomposition
orthogonale de I’espace de Hilbert ambiant :

L*(X,APT% @ E) = Ker dp @ (Ker )+,

La clé est maintenant d’obtenir une estimée de |{g,v)| pour v € DP4(X, E).

Ainsi, on utilise la décomposition précédente : v = v1 + vo. Comme (Ker 5}5)l =Im 5E C Ker 5}‘3
car 52 est faiblement continu et de carré nul. On a donc 5%1)2 =0, et comme g¢,v; € Kerdg, on a

<g,U> = <gvvl>'
D’autre part, A est symétrique positif, donc en prenant B une racine, on peut écrire presque partout

[{g, o) = [(B™'g, Bun) | <[|B™ gl *[| Bua||* = [(A™ g, 9)[*|{Avr, o).
Ensuite, on applique 'inégalité a priori (5.1) & u = v1, ce qui donne
(Avi,01) < |05 |[* = |050] .

En combinant les deux inégalités obtenues, on trouve finalement

g0} < ( / <Alg,g>de) 18501

quelle que soit v € DP1(X, E).

Ceci montre que la forme linéaire ¥ définie sur I'image 9% (DP(X, E)) C L*(X,AP97'T% ® E)
par w = 5‘Ev — (v, g) (elle est bien définie car par I'inégalité précédente, si u est lisse & support
compact, 5}:’311 =0 = (u,g) = 0) est continue pour la norme L?, de norme < C, ot

C= (/)((A_lg,g)de>l/2.

Le théoreme de Hahn-Banach combiné au théoréme de Riesz montre qu'’il existe f € L?(X, AP47 1 T%®
E), |Ifl] < C, telle que pour tout u € L*(X,AP9'T% ® E), on ait ¥(u) = (u, f). En particulier,
pour tout v € DP4(X, E), on a 'égalité (O5u, f) = (u, g), et donc au sens des distributions, Op f = g.
Quant a l'inégalité recherchée sur la norme de f, elle est équivalente a ||f|| < C. O

Il reste encore quelques étapes importantes & franchir (passage & des variété faiblement pseudo-
convexes non nécessairement complétes, cas des métriques singulieres sur F, ...) avant de passer a
une résolution du 0 dans un cadre plus naturel au sens de la géométrie complexe. C’est I’objets des
quelques résultats de géométrie riemannienne suivants.

Le premier énoncé, qu’on peut considérer comme le théoreme de Hopf-Rinow, est un résultat stan-
dard reliant la propriété, pour une variété riemannienne, d’étre complete, a celle de posséder des
fonctions d’exhaustions particulieres (on renvoie & [DBIP96] pour la preuve).

Proposition 5.4. — Soit (X, g) une variété riemannienne. Alors (X, g) est compléte si et seule-
ment s’il existe une fonction d’ezhaustion ¢ € €>°(X,R) vérifiant |di|, < 1.

Afin de passer au dernier résultat, on donne un lemme élémentaire d’algebre linéaire, qui sera
utile :
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Lemme 5.5. — Considérons sur un espace vectoriel complexe V de dimension n une (1,1)-forme
réelle positive w, et a une (1,0)-forme. Alors on a égalité :

wn—l 5 wh
aNaON—— = ||, —.
(n—1)! e n!
Démonstration. — Le résultat est clair si & = 0. Sinon, on peut choisir & comme premier terme
d’une base orthogonale («, fa, ..., 8,) pour w. En d’autres termes, il existe A > 0 tels que :

w:)\a/\&—i—Zﬁi/\Bi,

1=2

olt bien siir A = |a|2.
Mais alors, e Aa@ Aw" L = (n— DlaAaA (A, Bi A B;) alors que w™ = nldaAaA (Afy Bi A Bi)
et la conclusion s’ensuit. O

Muni de ces résultats, on peut démontrer la proposition suivante :

Proposition 5.6. — Toute variété kihlerienne (X,w) faiblement pseudoconvexe posséde une mé-
trique kdhlerienne compléte @.

Démonstration. — On prend v une fonction d’exhaustion psh lisse, et on se donne une fonction
convexe croissante x € €°°(R,R). Alors, on considere la (1, 1)-forme fermée, qui est bien kéhlerienne
car y o1 est psh :

oy = w0+ i0B(x 0 ) = w + ' ()08 + X" (1) 10 A D,
En effet :

00(x o) =0 | D X'(¥) 9 dz; | = X" (¥)0ih O dzi A dz; + X' () 050 dz; A dE;.
J 4,

Si p est une primitive de (x")'/2, wy > id(p o) A (p o), et en prenant (n — 1) fois le produit

extérieur avec la forme positive w,, on trouve :

wn—l 1 w

e ﬁ|8(001/))|ixf>!<

wy 1, _
X 5 Lio(pow) Ad(pow) A
n! n

grace le lemme précédent, et donc |d(p o ) f)X =2|0(p o) f)X < 2n.

Quitte a changer y en ﬁx, on peut donc supposer qu'on a l'inégalité |d(p o ¢)|,, < 1. Par la
proposition précédente, il suffit de montrer que p o ¢ est exhaustive, ou encore que lim, o, p = +00.
On prend alors x(t) = t? (quitte & ajouter une constante & 1, on peut la supposer positive), et le
résultat est démontré. O

Nous avons maintenant tout ce qu’il faut pour donner une version plus maniable de la résolution
du 9, modulo le passage aux métriques singulieres, qui elle, peut se faire par les techniques usuelles
d’approximation. Voila donc le résultat final, qui constitue le coeur du théoreme d’annulation de
Nadel :
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Théoréme 5.7. — Soit (X,w) une variété kihlerienne de dimension n, supposée faiblement pseu-
doconveze. On considére E un fibré en droites holomorphe muni d’une métrique hermitienne sin-
guliére dont le poids local est noté p € Li .. On suppose qu’au sens des courants, on a iO(F) =
2i00p > ew pour un certain réel € > 0. Alors pour toute forme g € L*(X,A™9T% ® E) vérifiant

Org =0, il existe f € L*(X,A™971T% ® E) telle que

_ 1
Opf=g et / \f|26_2“’de < —/ |g|26_2“’de.
X q¢ Jx

6. Le théoréeme d’Ohsawa-Takegoshi

Le théoréme d’Ohsawa-Takegoshi (et ses multiples variantes) est un des théoreémes les plus fon-
damentaux de la géométrie complexe actuelle, comme suffisent a le montrer les innombrables consé-
quences -pas forcément directes bien siir - qu’il a eues (théoréme d’approximation de Demailly que
nous verrons bientot, théoremes de restriction et de sous-additivité des idéaux multiplicateurs, ou
méme encore le théoréme d’invariance des plurigenres!). C’est un théoréme qui résout un probleme
naturel, a savoir celui de prolonger des fonctions holomorphes, mais dans un cadre tres particulier,
au sens ol l'on exige un controle uniforme des normes L? des prolongements.

Mais avant de parler du théoréeme d’Ohsawa-Takegoshi, nous voudrions donner un résultat, de
type prolongement de fonction holomorphe avec contréle de la norme L2, et que nous avons déja
utilisé lorsqu’on a montré la semi-continuité en la variable d’espace = de ¢, (¢) ; il s’agit bien siir du
théoréme d’Hormander-Bombieri-Skoda. Nous n’allons pas donner la preuve (voir [H573] pour un
résultat un peu plus faible), car il s’agit de méthodes qui ont trouvé une naturelle généralisation
dans le théoreme de Nadel, c’est & dire la résolution générale du 0.

Théoréme 6.1 (Hormander-Bombieri-Skoda). — Soient ¢ une fonction psh sur un ouvert
pseudoconvexe borné 8 C C", et z € Q. Si e=2% est intégrable au voisinage de z, alors pour tout
€ > 0, il existe une fonction holomorphe f sur Q telle que f(z) =1 et

f(z 20—2¢
/9 (1(+)||z|2)1+6dv(2) < +00

On va maintenant donner une preuve récente, issue de l’article [Ber05], du théoréeme d’Ohsawa-
Takegoshi. Celle-ci a I'avantage d’étre beaucoup plus courte que la preuve originale ou ses avatars.
Nous donnons seulement la preuve en codimension 1, mais l'article que nous suivons décrit aussi
une méthode qui fonctionne en toutes dimensions.

Fixons le cadre : on se donne un domaine pseudoconvexe 2 C C™ et V une hypersurface lisse de
Q) définie par V = {h = 0} ol h est une fonction holomorphe sur 2 telle que dh ne s’annule pas
sur V. Enfin, on se donne ¢ une fonction plurisousharmonique sur 2. Alors on peut étendre toute
fonction holomorphe sur V' qui soit dans L?(V,e~2%) en une fonction sur 2 avec un contréle de la
norme L2(£2,e72%). Plus précisément, 1'’énoncé est le suivant :
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Théoréme 6.2 (Ohsawa-Takegoshi). — Supposons |h| < 1 sur Q. Soit f une fonction holo-
morphe sur'V telle que fv |fI? ﬁ;;; converge , alors il existe une fonction holomorphe F sur  telle

que FF'= f surV et
—2¢p
2e=20qV < C/ 2€ 7
I Rl

ou C' est une constante universelle.

Remarque 5.

La puissance de ce résultat résulte dans la finitude de la norme L? du prolongement, et dans
l'universalité de la constante C, car on peut toujours trouver une extension holomorphe de
f @ en effet, 'obstruction & ce prolongement est décrite par I'espace H'(Q,.%/), et ce dernier
est nul car 2 est un ouvert de Stein.

Démonstration. — Pour simplifier la preuve, dont nous voulons surtout donner I'idée plus que les
détails techniques, on suppose que €2 est borné et a bord lisse, puis que h et donc V' s’étendent au
voisinage de 2. De plus, on supposera que ¢ est lisse (on peut s’y ramener en écrivant ¢ comme limite
décroissante de fonctions psh lisse, et en utilisant ensuite le théoréme de convergence monotone) et
s’étend & un voisinage de . Enfin, on suppose que f s’étend holomorphiquement & un voisinage de
V N Q. Remarquons cependant que ces hypothéses ne sont pas contraignantes car il suffit de réduire
tout le probleme a un sous domaine relativement compact, puis de passer a la limite, ce qui est
licite car on obtient une famille normale grace a l'universalité de la constante, qui ne dépend que
de [|Al[cc-

Ainsi, on sait qu’il existe une extension de f dans H?(Q,e~2¢). On choisit F' comme étant une
extension de norme minimale (I'existence est garantie, comme d’habitude, avec des arguments de
famille normale). Alors pour toute fonction G s’annulant sur V, et tout réel t > 0, on a ||F +tG||> >
||[F||? c’est-a-dire 2(F, G) + t||G||* = 0 et nécessairement, (F,G) < 0. Le méme argument avec —G
montre que F est orthogonale & 'espace des telles fonctions G, donc en particulier & hH?. De maniére
équivalente, hF est orthogonal & tout H?, et le domaine étant pseudoconvexe, le supplémentaire
orthogonal de H? = Ker 0 est précisément I'image de 0*, donc il existe a telle que

hF = %

et en prenant a de norme minimale, un argument similaire au précédent permet de choisir do = 0.
On peut commencer a estimer la norme de F. Pour ce faire, on rappelle que comme dh ne s’annule
pas le long de V = {h = 0}, la fonction 1/h est localement intégrable, donc en particulier définit
un courant, et on peut considérer sa dérivée 9(1/h) qui est ce qu’on appelle un courant résiduel. Il
est a support sur V -c’est la le point crucial pour la suite- , et on peut en donner une expression
assez simple en fonction de la mesure de surface sur V', notée dV (rappelons que sur une variété
kéhlerienne, chaque sous-variété est munie d’une forme volume canonique induite par la restriction
de la forme de Kihler de la variété, en l'occurrence > dz; A dz; dans notre cas). Plus précisément,
on a la formule suivante :

Oh

——dV.
7T|8h|2 V.

=1
8E72
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En effet, la formule de Lelong-Poincaré s’écrit
i00log |h|* = 2n[V]

et le membre de gauche vaut :

= oh
i00log |h|* = —28— =10h A (‘37
alors que celui de droite est
iOh N\ Oh
2n|V] = 2n ———=—dV.
TVl =2

11 suffit alors de contracter avec Oh pour obtenir la formule souhaitée.
Ainsi, on peut écrire :

F—
/ |F|2e™2¢ = / — drae?®
Q ah
1,
= Faf -ae ¥
Q
av
= 2 Oh - e %
77/ f a\8h|2
1/2
< 9 2 —2¢p oh 2 —2¢p
(e g ool
et donc il nous reste & trouver une estimée de [, [0h - al?e=2¢ I g}‘b/|2 en termes de F'. La clé est dans

le lemme placé & la fin de la preuve (une démonstration est donnée dans [Ber96], ou les idées de
la preuve discutée ici dont déja présentes, avec cependant un aspect assez technique qui a disparu
dans [Ber05]). En effet, on 1'utilise avec la (0, 1)-forme « qui est O-fermée et vérifie 9"a = hF. On
prend pour w

=log o + (1 — [A[*)

Ihl2
avec un certain 0 (qu'on prendra proche de 1, par exemple § = 1/2). Alors, ¢ et —w sont psh, 9Q
pseudoconvexe donc sa forme de Levi est positive, et finalement tous les termes a gauche dans le
lemme sont positifs. On ne garde alors que le troisiéme, et sachant que 0w = —27[V]—052|h|*~20hA
Oh, on obtient I'inégalité suivante :

av —
7r/ |Oh - a|?e%? 5 + 52/ |Oh - a?e=2¢|h|? 72 < 2Re/ FOh - awe %%,
v |0 o o

Pour conclure, il faut combler un trou laissé -volontairement ?- dans article [Ber05]. Voila une
maniere de faire :
comme z'7%logx est borné pour z € [0,1], il existe un réel C' > 0 tel que pour tout z € [0,1], on
ait

—logz? + (1 — 22°) < Vo0

et ainsi, comme |h| < 1, on a w? < C5Q|h|25_2.
En appliquant successivement I'inégalité de Cauchy-Schwarz puis I'inégalité arithmético-géométrique,
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on obtient :
__ B 1 B
2Re/ Foh-awe < 4C/ |F|2e 2“’—!—6 |Oh - a|*|w|?e%?
Q Q Q

< 40/ |F|Qe_2“’+52/ 1Ok - a2|h|?—2e=2¢
Q Q

dav 2C
h - 2 —2¢p gi/ F272<p
[ Jon-apee i < 22 [ ppese,

ce que nous cherchions & démontrer. O

et finalement,

Lemme 6.3. — Soit p une fonction définissant Q (c’est a dire p € €*(Q),p < 0 sur Q et p =
0,dp # 0 sur 9), et w une fonction positive lisse. Alors pour toute (0, 1)-forme a lisse dans Q, qui
soit dans le domaine de 0* et telle que Oa et 00*a sont dans L?, on a :

Q/Zgojl;ajdke*%er/\5*a|2672“”wf/ij,;ajc_vkefz“DJr
+/Z|5kaj|26_2“’w+/prj,;ajdke_zg"dS/wm :2Re/55*a-de_2“’w+/|5a|26_2‘Pw.
B

Avant de clore cette section, on donne un énoncé tres raffiné du théoreme d’Ohsawa-Takegoshi,
issu de [Dem01]. Rappelons que ceci est la version locale du théoréme plus général, valable sur une
variété kihlerienne faiblement pseudoconvexe.

Théoréme 6.4 (Ohsawa-Takegoshi-Manivel). — Soit Q C C" un domaine pseudoconvexe borné,
et soit Y C Q une sous-vari€té complexe lisse de codimension v définie par une section s d’une cer-
tain fibré en droites holomorphe hermitien E a tenseur de courbure borné. On suppose que s est
partout transverse & la section nulle, et qu’on a l'inégalité |s| < e~ ! sur Q. Alors il existe une
constante C' > 0 (dépendant seulement de E) telle que : pour toute fonction psh ¢ sur Q, pour toute
fonction holomorphe f sur Y telle que [, |f|?|A"(ds)|"2e2¢dVy < +oo, il existe une fonction
holomorphe F sur Q prolongeant f telle que

/F2 e *dVo < C P e > dVy
o [s[?log” [s| Sy Ar(ds)P? '
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PARTIE III
MESURER LES SINGULARITES DES FONCTIONS PSH

Nous avons maintenant vu les propriétés générales des fonctions psh, et discuté de résultats
locaux comme globaux importants reliés au comportement des fonctions e™% pour ¢ une fonction
psh. 11 est temps d’investiguer un peu plus le comportement singulier des fonctions psh, et pour
cela, on va logiquement étre amené a étudier des questions d’intégrabilité locale de fonctions du
type fe™¥ pour f holomorphe et ¢ psh. Dans cette partie, nous allons exposer trois outils majeurs,
de nature différente mais finalement tres liés, qui vont nous permettre de mesurer plus ou moins
précisément le comportement singulier que peuvent avoir les fonctions psh générales.

7. Les nombres de Lelong

Un des premiers invariants introduit pour ’étude ponctuelle des singularités d’une fonction psh
est le nombre de Lelong. En réalité, il a été défini directement pour des courants positifs fermés
de bidegré (p,p), mais en ce qui nous concerne, nous nous pencherons sur le cas du bidegré (1,1),
c’est-a-dire des fonctions psh.

Le nombre de Lelong d’une fonction psh est, comme son nom l'indique, un nombre réel positif qui
caractérise les poles logarithmiques des fonctions psh, et qui est la généralisation naturelle de I'ordre
d’annulation pour les fonctions holomorphes :

Définition 7.1. — Soit @ C C™ un ouvert, et ¢ € Psh(X). Le nombre de Lelong v(p,z) de ¢ en
un point x € ) est par définition

e ¢(2)
v, x) = lim fuf log |z — .

Il n’est pas difficile de voir que v(p, ) = sup{v = 0; p(2) < vlog|z — z| + O(1)}, et en particulier,
ce nombre donne « I’ordre d’annulation » de e” en x.

Remarque 6.

En utilisant la forme normale des fonctions holomorphes, il n’est pas difficile de voir que si
f est un biholomorphisme entre deux ouverts de C", alors v(f*p,x) = v(yp, f(z)), et ainsi,
on peut définir le nombre de Lelong d’une fonction psh définie sur une variété complexe.

Une caractérisation pratique du nombre de Lelong est la suivante; nous 'utiliserons plus tard
pour voir que les approximants de Demailly sont précis au niveau des singularités.

Lemme 7.2. — Soit ¢ une fonction psh sur le polydisque unité D de C™. Alors on a égalité :

.. SuPp(o,r) ¥
V(@’O)_EI—% logr

En particulier, la limite ci-dessus existe.
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Remarque 7.

Cette définition est en fait la plus proche de la définition originelle des nombres de Lelong :
pour un courant © positif fermé de bidegré (p,p), v(O,z) est défini comme la limite quand
r tend vers 0 de r—2P fB(z,r) O A (dde(|z|?))P.

Un des grands théoremes concernant les nombres de Lelong est le lemme de Skoda que nous
donnons ci-dessous. Si le nombre de Lelong est un invariant un peu imprécis pour mesurer les
singularités, nous verrons que sous cette forme, le résultat suivant donne des renseignements tres
utiles.

Théoréme 7.3 (Lemme de Skoda). — Soit ¢ une fonction psh sur un ouvert Q@ C C™ et soit
x €.

(1) Siv(p,x) <1, la fonction e=2% est intégrable au voisinage de x ;

(2) Siv(p,x) = n+s pour un entier s, alors l'ensemble des germes f de fonctions holomorphes
s+1

tels que |f|?e=2% soit intégrable prés de x est inclus dans l'idéal meo', -

Démonstration. — Le premier point est un résultat difficile de théorie du potentiel, et constitue
ce a quoi l'on réfere par le lemme de Skoda”. Le deuxiéme point est en revanche tres facile : par
définition du nombre de Lelong, on a au voisinage de x qu’on prend égal a 0 dans une carte, on a :
©(2) < (n+ s)log||z]] + O(1), donc |f(2)[2e2¢() > C|f(2)[?||2||?™+9), et grace a la formule de
Parseval suivie d’un changement de variable polaire puis sphérique, ce dernier terme est intégrable
en 0 si et seulement si tous les monomes 27 - - - 2% vérifient Y «; > s+1, ce qu'il fallait montrer. [

Remarque 8.
En dimension 1, on a donc e~2% intégrable pres de x si et seulement si v(p,x) <1 .

Une question générale a se poser lorsqu’on dispose d’invariants de type numérique mesurant la
singularité, c’est la régularité (en un sens large) de cet invariant. On ne peut pas raisonnablement
espérer la continuité, mais peut-étre la semi-continuité. On verra dans les lignes qui suivent que les
nombres de Lelong -méme généraux- sont semi-continus en chacune de le variable. La question de
la semi-continuité se posera pour l'’exposant de singularité que nous introduirons dans la section
suivante : en la variable fonctionnelle, c’est un résultat tres difficile de Demailly et Kollar, qui
constitue le coeur de ce mémoire.

Pour la preuve du résultat -assez facile- suivant, on renvoit & [Dem)] :

Proposition 7.4. — Soit X une variété complexe, x € X. Alors 'application
@ € Psh(X)N L (X) — v(p, 1)
est semi-continue inférieurement.

On dispose également d’une propriété de semi-continuité en la variable d’espace, mais c’est un
résultat difficile dit & Siu, énoncé dans le cas général des (p,p) courants positifs fermés, que nous
démontrerons au théoreme 11.6 apres le théoréeme d’approximation de Demailly :
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Théoréme 7.5 (Siu). — Soit ¢ une fonction plurisousharmonique sur une variété compleze X .
Alors pour tout ¢ > 0, le sous-niveau du nombre de Lelong

Ec(p) = {2 € X;v(p,2) > c}

est un ensemble analytique de X.
Autrement dit, la fonction x — v(p, ) est semi-continue supérieurement pour la topologie de Zariski
holomorphe.

8. Exposant de singularité complexe

8.1. Un nouvel invariant pour les singularités. — On va donner un autre invariant, de
type numérique également, qui contient en un sens plus d’informations que v sur la singularité des
fonctions psh :

Définition 8.1. — Soit X une variété complexe, K un compact de X, et ¢ une fonction psh sur
X. L’exposant de singularité complexe de ¢ sur K est le nombre réel

ci(p) = sup{c > 0; e 2% est L' sur un voisinage de K}.

Remarquons que la condition L' est licite : on I'impose au voisinage de chaque point de K via
des ouverts de cartes, puis on recouvre K par un nombre fini de tels voisinages. Ainsi, la condition
apparemment globale se vérifie localement, et la définition est bien licite sur une variété complexe
quelconque.

On utilise aussi parfois la multiplicité d’Arnold Mg (¢) = cx () L. Ainsi, plus la multiplicité d’Ar-
nold est grande, plus la fonction est singuliére sur K.

Remarque 9.
Par le lemme de Skoda 7.3, on a ¢k (p) > 0 dés que ¢ Z —oo.

Voila une autre définition équivalente, qui nous sera utile lorsqu’on voudra estimer la croissance
de volumes pour les fonction psh :

Proposition 8.2. — Soit ¢ une fonction psh sur une variété complexe X, K C X un compact,
U € X un voisinage relativement compact de K, et puy la mesure riemannienne sur U associée a
une métrique hermitienne w sur X. Alors

cx (@) =sup{e > 0; r2uy({¢ < logr}) est borné quand r — 0, pour un certain U D K}.

Démonstration. — Il n’y a pas de difficulté une fois qu’on a écrit :
r2uy({p <logr}) = / rm2edv,
{e—2cgp>,r.72c}
< / e 2%°dV,,
U

1
dr
< @)+ [ 2o (e < logr)
0
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Peut-étre peut-on donner une justification pour la derniere inégalité, qui est en fait tres courante
en probabilités. En effet, si on note A = {¢ < 0} et B = {¢ > 0}, alors [, e >*®dV,, < uy(B) +
Jye7??dV, < pu(U) + [, e2¢?dV,,. D’autre part,

+oo
| ot > apya

—+o0
/ / ]1{672c¢>u}de du
0 A

—2cp(2)

/ / dudV,,
2€A JO
= /e_zc‘pde.

A

La proposition suivante, tres utile, permet de ramener le calcul de I'exposant de singularité dans

1
—9¢ dr
/ 2¢r2 uy({p < logr})—r
0

O

le cas oti le compact est réduit & un seul point (on notera alors c, () a la place de cg3()) :
Proposition 8.3. — Pour toute fonction psh ¢ et tout compact K, on a
= inf .
cx(p) = inf ca(e)

Démonstration. — Comme Ve < cx(p),c < cz(p), on a déja cx(p) < infyer ¢z (). Pour lautre
inégalité, on remarque que si ¢ < ¢, () pour un certain x € K, alors il existe un ouvert (qu’on peut
choisir trivialisant) U, tel que fU e~2°dV < +o00. Par compacité de K, on trouve 21, - , 2, € K
tels que U := UU,, D K. Alors, pour ¢ < min(¢g,, -+, ¢y, ), O & que Vi,fU _ e 2dV < +oo, et
donc [, e72*?dV < +00, ce qui montre que ¢ < cx (). O

Fixons quelques notations pratiques pour la suite :

e Si ¢ =log|f| avec f holomorphe, on notera cx (f) = cx (log|f])

e Si .7 C Ox est un faisceau d’idéaux cohérent, engendré par des fonctions (g, - ,gn) sur un
voisinage de K, on note cx (#) = cr(log(|g1| + -+ + |gnl))

e Si T est un courant positif fermé de bidegré (1,1) sur X qui s’écrive T' = dd®yp sur un voisinage
de K ; on pose cx(T) = ck (p).

Bien sir, 'exposant ne dépend pas du choix des générateurs ou du potentiel psh respectivement.
D’autre part, si ces derniers manquent a exister globalement sur un voisinage de K, la proposition
précédente nous autorise a découper K en un nombre fini d’ensembles sur lesquels on pourra définir
des générateurs (resp. potentiels), pour prendre l'infimum ensuite.

Exzemple 8.4. — Par les calculs de I'exemple 9.3, on a que si & = (2"',...,2, ") C Ocn g, alors
co(H) = n% + -+ % On peut aussi retrouver ce résultat par la propriété d’additivité des
P

exposants de singularité, que nous donnerons plus tard.
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Ezxzemple 8.5. — Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert de C™ contenant 0, telle que
£(0) =0, alors co(f) < 1.

En effet, la propriété est claire pour n = 1. Ensuite, quitte a restreindre le voisinage considéré et
quitte & considérer une branche de I'hypersurface analytique {f = 0}, on peut supposer que dfy est
non nulle, et que ’hypersurface est égale a {z,, = 0}.

Si U tel que fU |f|72 < 400, alors par le théoréme de Fubini, il existe ay,...,a,_1 € C tels que
z+— f(ai,...,an—1,2) définisse une fonction holomorphe nulle en 0 et dont I'inverse soit de carré
intégrable au voisinage de 0, c’est absurde.

8.2. Exposant de singularité holomorphe. — Dans le cas o1 'on veut étudier des propriétés
de type convergence d’'intégrales associées a des fonctions psh a singularités analytiques, un outil
extrémement puissant est le théoreme de désingularisation de Hironaka qui va nous donner un
modele birationnel de la variété de départ, et sur lequel le faisceau d’idéaux associé devient un
faisceau inversible, et, vu comme diviseur, c’est un diviseur & croisements normaux simples (SNC
d’apres la terminologie anglaise). Plus précisément ’énoncé est le suivant :

Théoréme 8.6 (Hironaka). — Soit X une variété complexe, . C Ox un faisceau d’idéauz co-
hérent définissant un sous-espace Y. Alors il existe une variété X et un morphisme birationnel
w: X — X tel que

(1) p est un isomorphisme au dessus de du complémentaire de Supp(Y') ;
(2) J- 05 C Og est un faisceau inversible O (—D) ;
(3) Exc(u) U D est un diviseur snc.

De plus, 1 est une succession d’éclatements de centre lisse. On dit alors que (X7M) est une log-
résolution de .&.

Rappelons ici que .#- O ¢ n’est pas le tiré en arriere au sens des faisceaux de .# mais I'image du
faisceau # vu comme faisceau sur O ¢ via p. Ainsi, si g1,..., gy sont des générateurs locaux de .7,
g1 0 i, -..,gn o p sont des générateurs locaux de .- O .

Avant de passer & I'application principale -dans notre optique- du théoréme de désingularisation,
rappelons la formule de changement de variables pour un changement de coordonnées holomorphes
(on note toujours dV la mesure de Lebesgue sur C" ~ R?") :

Lemme 8.7. — Soient U,U' C C" deux owverts, y: U' — U un biholomorphisme, et f € L*(U).
Alors fou e LYU') et :

/de: fou |2 dV
U U
Démonstration. — La seule chose a voir est que le jacobien de p vue comme application entre

ouverts de R?" est bien le module au carré du jacobien de y vue comme application biholomorphe.
Or, si S;; € Ma(R) est la similitude de rapport 0;u;, la matrice jacobienne de p vaut
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Comme les matrices S; ; commutent deux & deux, que det S; ; = |9;u;]?, et que Papplication qui &
un complexe donne la matrice de similitude associée respecte le produit et la somme, on obtient le
résultat souhaité.

Pour une autre preuve, axée sur le point de vue « formes différentielles », on pourra consulter

[Kra92]. O

Lemme 8.8. — Soit f : X — Y un morphisme birationnel entre deux variétés complexes avec
des formes volumes fixées, alors le jacobien complexe de f est une section holomorphe du fibré

Kx ® (f*Ky)fl.

Démonstration. — Ce type de résultat n’est pas du tout spécifique au fibré canonique. Voici la
démarche : le morphisme f induit df : Tx — f*Ty, et en prenant le dual puis la puissance
extérieure maximale, on obtient par définition J; : f*Ky — Kx. Pour plus de clarté et de généralité,
on note Ly = f*Ky et Ly = Kx. Alors, en tensorisant le morphisme de fibrés précédent par
idel : L' — L', on se retrouve avec le morphisme J; ® idel 1 Ox — Ly ® L7, clest-a-dire

une section holomorphe de Lo ® Lf17 ce qui conclut. O

Voyons maintenant comment nous pouvons utiliser le théoréme de Hironaka pour obtenir des
estimées de volume pour des fonctions psh a singularités analytiques :

Théoréme 8.9. — Soit X une variété complexe, K C X un compact, & C Ox un faisceau
d’idéaux cohérent, et ()Z’,u, O5(=D)) une log-résolution de .. On appelle E; soit le diviseur ex-
ceptionnel de p, soil une composante irréductible de D, et on note Kg = p*Kx + Sa;F; et
D =>"b;FE;. Alors

(1) On a l’égalité

- . a; +1
CK({ﬁ) - i:,u(Er'Iil)lélK?ﬁ@ { b; } ’

(2) Sig = (91,..-,9n) sont des générateurs locaux de .# dans un voisinage de K, alors pour

tout voisinage U de K suffisamment petit, on a l’estimée :
Cir*e < pp({lg] < r}) < Cor*|logr|™™, Vr <1y

ot n = dime X, ¢ = cx () et C1,Ca,19 > 0.
Démonstration. — On choisit un point = € X , puis h; un générateur local de O pres de 2. Par
le lemme 8.8, div(J,) = > a;E; et IO = Og(—>_ b;E;). Ainsi, comme les g; o p sont des
générateurs locaux de #- O (par définition), on a, au voisinage de Z et & facteurs multiplicatifs
bornés pres :

(8.1) [Tl ~ TT il lg o ul® ~ T Il

et ainsi [gopu|~2¢[.J,|? est L' prés de 7 si et seulement si [ |h;|~2(¢%=%) est L', ce qui est équivalent
a cb; —a; < 1 pour tout i tel que Z € F;, vu que les F; sont a croisements normaux. Par la formule
de changement de variables, si U est un ouvert de X, on a

[lar=ave = [ lgo @) )R Q)
U ¢epn—H(U)
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ce qui montre que |g|~2¢ est intégrable si et seulement si ¢ < min,.,(g,)nr2p{(a; +1)/b;}, dou le
premier point.

Passons a l'estimée de volume. Par cette méme formule du changement de variable, le volume
puu({|g] <r}) est donné par la somme d’intégrales dans des cartes U, ot les équivalents (8.1) sont
valides. Plus précisément, le volume en question sera encadré par la somme d’intégrales du type

/ . Co [T 1RV (Q)
pHU)N{CEUTT [hilPi <Cay T}

ou les C,, correspondent aux écarts multiplicatifs entre les différents équivalents dans (8.1). Comme
il n’y a qu’un nombre fini de telles cartes et que 'inégalité recherchée a la fin ne fait intervenir r
qu’a une constante multiplicative pres, il suffira donc d’estimer des intégrales comme la précédente
ou les constantes sont prises égales a 1.

Pour ce faire, on commence par faire un changement de variables ¢ — w,w; = h?i (Q),w; =¢;ont
parcourt ’ensemble des indices tels que b; > 0, alors que j parcourt son complémentaire, et dont le

. . N N —b; 1—b;)/b; - L .
jacobien vaut a constante pres h% b — wZ( /% Pour étre précis, il faut faire ce changement de
variables sur les ouverts ot ¢’est bien un difféomorphisme, puis, a ’aide de partitions de I'unité, on

retrouvera bien l'intégrale désirée sur I'ouvert de départ. Ainsi, il faut estimer les intégrales
/ H w;|2@ /824y (w) ot P(r) = {max |w;| < l,H |w;| < r}
P(r)

I'intégration par rapport aux w; étant au préalable réalisée, et donnant une constante multiplicative
qui n’a pas d’importance pour la suite. D’une part, cette intégrale est minorée par la méme ou le do-
maine d’intégration est remplacé par le voisinage d’un point du type (wi, . .., Wig—1,0, Wig 41, - - - Wy)
(onr les w; sont des complexes non nuls et iy est tel que cx(¥) = (a;, + 1)/bsy), donc est minorée
par Cpr2¢x ),

D’autre part, on a pour tout w € P(r), Pinégalité :

H |wi|2(ai+1)/bi—2 < (H |wi‘)2c1((ﬂ)—2 < 2ex (92

11 reste & estimer le volume de P(r); pour cela, on note

Vn—l = {(w17~ .. 7wn—1);max{|w1‘7~ ) |wn—1|} < 1}



METHODES ANALYTIQUES EN GEOMETRIE COMPLEXE 27

Alors on a :
wre) = [ / av (w)
Vo1 |'wn|<mln(1,|w1 T 1‘)}
min(l, g )
= 2 rdr
anfl 0
= 7 min (1, ———— dV (w;)
/an ( w2 |wn 1|2) H '
n—1 n—1
dV (w;
< 7T/ H v (w;) +7T7“2/ H ( 21)
{3 wil<r} ;254 {Visr<|w; <1} ;54 |w2|
< 7?4+ mr? - (2n|log )"t
< Cor?llogr|™ L.
Finalement, en regroupant les deux inégalités, on trouve bien la derniére estimée recherchée. O
8.3. Enoncé du théoréme de semi-continuité. — Avant de passer a un des résultats majeurs

(si ce n’est le résultat majeur) de ce mémoire, donnons une premieére propriété de semi-continuité
déja évoluée, dans le cas ou la fonction psh est fixée -on pourra faire le parallele avec le méme
résultat concernant v(yp,-) :

Proposition 8.10. — Soit v € X un point, alors la fonction x +— c,(p) est semi-continue infé-
rieurement pour la topologie de Zariski holomorphe.

Démonstration. — On va utiliser ici de maniere cruciale le théoreme de Hormander-Bombieri-
Skoda, que nous énongons plus tard comme le théoreme 6.1. En effet, si 2 est fixé, et si B désigne
une boule B(z,r) de coordonnées relativement compacte dans X, notons H.,(B) I'espace de Hil-
bert des fonctions holomorphes de poids L? fini, c’est-dire vérifiant : / B lf |2e=¢PdV < +oo. Alors
e % est L' au voisinage de z € B si et seulement s'il existe f € H.,(B) telle que f(z) = 1. Ainsi,
{z € B;cu(p) <co} = {x€ B;Ve> cp,e **“non intégrable en 2}
= {z € B;Ve > ¢y, Vf € Haco(B), f(x) = 0}
= Neseo Nperso, ) 1fH0)}

et de dernier est bien un fermé pour la topologie de Zariski holomorphe. O
Voici I’énoncé du théoreme principal de [DKO01], dont la démonstration sera donnée plus tard :

Théoréme 8.11 (Demailly-Kollar). — Soit X une variété compleze, et K C X un compact.
On note P(X) l’ensemble des fonctions psh localement intégrables sur X, muni de sa topologie
naturelle. Alors :

(1) L’application ¢ — ck(p) est semi-continue inférieurement sur P(X) ;

(2) (Version effective) Soit ¢ € P(X) donnée. Si ¢ < ci(p) ety converge vers ¢ dans P(X),
alors e=2%Y converge vers e=2%? en norme L' sur un certain voisinage de K.
Comme cas particulier, on obtient :
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(3) L’application O(X) > f — ck(f) est semi-continue inférieurement pour la topologie de
convergence uniforme sur les compacts. De plus, si ¢ < cx(f) et g converge vers f dans O(X) alors

lg|=2¢ converge vers |f|72¢ en norme L' sur un certain voisinage de K.
Remarque 10.
Bien sir, ce résultat est trés spécifique au cas complexe : en effet, prenons f(z) = /=

approchée uniformément sur [0, 1] par une suite P, de polynémes qu’on peut prendre nuls
en 0. Alors, on a pour tout n I'inégalité co(Pr) < 1/2 alors que co(f) = 1.

Pour saisir la puissance de cet énoncé et appréhender les problemes qui apparaissent au cours de
sa démonstration, nous allons donner une démonstration du dernier point du théoreme, dans le cas
(tres) simplifié de la dimension 1.

On se donne donc une suite de fonctions holomorphes f, qui converge uniformément sur un
compact K C C (d’intérieur non vide) vers f, et on veut étudier les fonctions |f,| =2
d’un compact L C K. On peut alors se ramener & L = {0} en isolant les zéros de f. Mais alors,
la semi-continuité de cy est évidente : f(z) ~o Az¥ pour un certain k > 0 et A # 0 (on suppose f
non nulle, le résultat étant évident sinon!), et alors ¢o(f) = % Par convergence des dérivées en 0,
on voit que pour n grand, le coefficient du développement de f,, devant z* est non nul. Autrement
dit, f,.(2) ~o AnzF" pour un certain k,, < k et A,, # 0. Alors pour tout ¢ < k%, | fn]72¢ est Lt sur
un voisinage de 0, en particulier, pour tout ¢ < co(f), |fn|2¢ est L! sur un voisinage de 0, donc

CO(fn) = CO(f)'

au voisinage

Il nous faut maintenant trouver un ouvert U contenant 0 tel que toutes les |f,,|72¢ soient dans
LY(U) pour n assez grand. Mais par le théoreme de Rouché, il existe un disque D(rg) = D(0,7g) tel
que toutes les f,, aient exactement k zéros (avec multiplicité) dans D(rg) pour n > 0. En particulier,
les | f,,|~2¢ sont dans L'(D(rg)) pour n > 0. Il reste a étudier la convergence dans L' vers |f|~2¢,
c’est 1a le point difficile.

On va montrer que pour tout ¢ < co(f), il existe une constante M (c) et un ouvert U contenant
0 tels que pour tout n>> 0, [, |fn| 2°dV < M(c). Ceci montrera que la famille des (| f,| =)
|—2c’

n=ng
est bornée dans LP pour un p > 1 (on le voit en appliquant cette majoration aux |f, avec
c < <co(f)). Alnsi, elle sera équiintégrable par un résultat classique (bien noter ici que la mesure

de U est finie), et en particulier, elle convergera en norme L', vers |f|~2¢ nécessairement.

On se donne donc deux disques centrés en 0, de rayon r’ < r < rg tels que f,, ait exactement k
zéros avec multiplicité dans D(0,r) (pour n assez grand) : on les note z1 p, ..., 2k, » De plus, on
peut supposer, comme les zéros de f,, tendent vers 0 par le théoreme de Rouché, que ceux-ci sont
contenus dans D(0, ). Alors, on écrit

kn

fa(z) = H(z — 2in)™ i hy (2) et f(2) = 27h(2).

i=1
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Montrons que (h,) est localement bornée : par le principe du maximum,

sup  |hn(2)] = sup [hn(z)].
z€D(0,r) |z|=r
Or, pour |z| = 7, |z — zin| = r — 1/, et ainsi, comme les f, sont uniformément bornées sur ce
disque, il en est de méme des h,,. Ainsi, (h,) admet une valeur d’adhérence pour la convergence
uniforme sur D(0,r), mais comme (h,,) converge vers h presque partout (en dehors d’un ensemble
dénombrable plus précisément), toute valeur d’adhérence de (h,,) (qui est donc continue) coincide
avec h presque partout, est égale & h. Ainsi, (h,) admet une unique valeur d’adhérence, h, et (h,,)
converge vers h uniformément sur D(0, 7). Comme |h| > C; > 0 sur un voisinage de 0, il en est de
méme pour h,, avec n grand. Alors,

k

/ |fn]2€dV < 02/ H |2 — 24| 2 ndV (2).
D(0,r) D(0,r) ;54

k

Il s’agit de majorer cette derniere intégrale dans le cas k,, > 1. Comme k = )", m; p, l'inégalité
de Holder généralisée avec p; = an > 1 s’écrit
kn kn 1/pi
/ H |2 — 20| 2 dV (2) < (/ |z — zi,n|25mi="XpidV(z)>
D(0,r) ;4 i=1 D(0,r)

, 1/p:
= </ |Z — Zi7n|2kch(Z)>
=1 D(o,r)

Or, chaque intégrale dans le produit est majorée par

2 2(1—kc)
0= [ v = TEE
D(0,2r) (1= ke)

pour r assez petit. L’intégrale recherchée est donc majorée par I (r)k"/ k <1, ce qui conclut!

9. Les faisceaux d’idéaux multiplicateurs

Depuis déja un certain nombre de pages, on a recours aux fonctions holomorphes f telles que fe=%
soit localement L2. Il est temps de leur donner un nom ! La formalisation de I’étude de ces fonctions
du point de vue géométrique a été faite par Nadel en 89 a des fins de géométrie différentielles liées a
I’équation d’Einstein sur les variétés de Fano ; nous y reviendrons dans la derniere partie. Il se trouve
que 'objet algébrique -c’est un faisceau d’idéaux- qu’il introduit a une importance fondamentale
est géométrie complexe, comme on le verra dans la partie suivante. A nouveau, il s’agit d’un outil
qui mesure les singularités des fonctions psh :

Définition 9.1. — Soit X une variété complexe, ¢ une fonction psh sur un ouvert 2 C X. Le
faisceau d’idéaux multiplicateurs associé & ¢, (), est formé des germes de fonctions holomorphes
[ € Oq, telles que | f|?e~2% soit intégrable par rapport & la mesure de Lebesgue dans des coordon-
nées locales quelconques pres de x.
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Le résultat suivant, et plus particulierement sa preuve (nous ne la donnons pas ici, mais dans
une version légérement modifiée, & la proposition 13.7) , va jouer un rédle crucial pour approcher une
fonction psh par des fonctions a singularités analytiques avec un bon controle sur les multiplicités
d’Arnold.

Théoréme 9.2 (Nadel, 1989). — Pour toute fonction psh ¢ sur  C X, le faisceau () est
un faisceau cohérent d’idéaux sur €.

Avant de développer plus de théorie, donnons maintenant un exemple ou I'on peut donner ex-
plicitement .7 (o).

Ezemple 9.3. — On choisit ¢ = $log(|z1*** + - + |2,[**7), olt les a; sont des nombres réels

strictement positifs. Si 3 = (B1,--- , B,) est un n-uplet d’entiers, on note z° = zfl - 287 On veut

alors savoir pour quelles fonctions f(z) =Y agz” on a

2
1:/ _EE gy < 4o
b,y (|21] + -+ [2p]or)

0

ot D(0,1) C C est le disque unité. En écrivant z; = r;e’® | on trouve :

B1 ... B pi(B101++Bn0n)|2
agr rhme
I:/ |ZB o | ridry - - rpdr, dfy -+ - do,
[0,1] x [0,27]"

(i 4 )
Mais en appliquant la formule de Parseval lors de I'intégration de 6y sur [0, 27], on obtient :

21+1 . r2Bn+1
n

T
@)Y Jas]? / 1 .
; .11 ( b

dry---dr

’I“%al-i-""‘v‘rp )oc "

Gréace au lemme 9.4 donné ci-dessous, ceci montre que # () est engendré par des mondmes, et il
suffit alors de déterminer les 8 telle que 'intégrale ci-dessus converge. On peut alors éliminer les
n — p derniéres variables puis faire le changement de variable ¢; = r**, qui donne

N 1 2(B1+1) 2(Bp+1)
p20tl 200k ! ty "t ety Tdt dty
2o 5a dfr'l...drp_ 3 o —_ .. =
0,1 (7"1 L P)a ar - ap Jioap (tl +"'+tp) t1 tp
Or, la convergence de cette intégrale sur [0, 1]? est équivalente & celle sur la boule unité de R?.
D’autre part, on remarque que l'intégrande F' est homogene de degré N = > w —p—2a. On
J

pense donc au changement de variable naturel pour se ramener a la convergence de

1
/ / rNPLR(s)drds
0o Jspt

ou SZ:I ={(z1,...,2p) eR;27 + - + 27 = 1}. Mais

2(/31+1)71 2(Bp+1)_1

/ F(S)ds = / ty o sty r ds((th'" 7tp))
S (t1,tp)ESE!

28140 4 28p+l) 4
< / tl 1 ~-~tp “p dt1~-~dtp
[0,1]
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— 1 > —1. Ainsi, tout se ramene a la convergence de

qui converge car pour tout j, w
"]

1 _ . L R s
Jo TP 1dr, qui est équivalente a la condition

p
41
vt
=

8

Pour résumer, .# (¢) est engendré par les monomes 2, - - - 257 satisfaisant I'inégalité ci-dessus.

Lemme 9.4. — Si J est un idéal de 'anneau Ocn o des germes de fonctions holomorphes en
0 € C™, tel que pour tout f € 7, les monomes de f sont aussi dans &, alors & est un idéal
monomial.

Démonstration. — La premiere étape consiste & voir que pour un ensemble I (dénombrable) de

monomes en n variables, on peut extraire un sous-ensemble fini J de I tel que tous les éléments de
I sont divisibles par un élément de J.
On raisonne par ’absurde. En supposant donc que la propriété énoncée plus haut n’est pas vraie, il
existe une suite (uy)r>1 & valeurs dans N™ telle que 2%+ ne soit divisible par aucun des z*» pour
p < k. En termes de quantificateurs :

Jo:N?2 - {1,...,n}; Vk>2,Vj <k, (uk)g(j’k) < (uj>g(j,k),

ou (ug); désigne la i-eéme composante du vecteur wuy.

Comme la suite o(k — 1,k) est a valeurs dans un ensemble fini, on peut trouver une extractrice
¥ : N* — N* strictement croissante telle que o (¢ (k) — 1,1 (k)) soit constante, par exemple égale &
1. Mais alors, pour tout & > 2, on a : (uyk))1 < (Uyk)—1)1, ce qui est impossible car (u)1 est un
entier positif.

Quant a la seconde étape, c’est le résultat du lemme.

Comme Ogn o est noethérien,.# est de type fini, donc il existe une famille finie génératrice (f1,. .., fp).
Pour tout indice k, on considére I'idéal monomial Zj, of Clz1, ..., 2z,] engendré par les mondémes de
fr- D’apres la premiere étape, il existe un nombre fini de monémes minimaux apparaissant dans le
développement de fi, et tous les autres monémes de fj, sont divisibles par ces derniers. Ainsi, on
a montré que f; appartient a I'idéal de Oc» o engendré par un nombre fini de mondmes de f;. En
regroupant tous ces mondémes minimaux des fi,..., fx, on voit que .# est engendré par un nombre
fini de mondmes.

O

L’exemple précédent montre comment la définition analytique du faisceau d’idéaux multiplica-
teurs permet dans de bons cas de déterminer parfaitement ce dernier. Mais on peut aussi recourir
a des méthodes plus algébriques :

Ezemple 9.5. — Si ¢ = > a;log|f;| ot les D; = f;(0) sont des diviseurs irréductibles lisses &
croisements normaux, alors il n’est pas difficile de voir que

I(p) = Ox(=Y_leu] Dy).
Dans le cas général de singularités analytiques, c’est-a-dire si

¢ = alog(|fil +---+|fn]) +O(1)
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au voisinage des poles, alors en notant .# le faisceau d’idéaux (intégralement clos) engendré par les
(fi), on peut trouver (grace a Hironaka) une modification lisse y : X = X de X telle que S-Og
soit un faisceau inversible O¢(—D) tel que D + K /x Soit un diviseur a croisements normaux
simples. Si on écrit D =) a;D; et si div(J,) = > b;D; est le diviseur des zéros du jacobien de p,
alors les calculs de [DBIP96] montrent que

I(p) = 105 (> _(b; — aa;|)D;).

10. L’exemple des fonctions psh radiales

Avant d’aller plus loin dans la théorie, nous allons étudier un cas tres particulier de fonctions psh
sur lequel nous nous sommes penché, mais qui au fond constitue un assez grand nombre d’exemples ;
il s’agit des fonctions psh & symétrie radiale. Alors, le but de cette partie est de donner une descrip-
tion géométrique de 'idéal multiplicateur associé a une telle fonction, généralisant ainsi un résultat
connu dans le cadre algébrique (théoréme de Howald [How01]).

10.1. Idéaux multiplicateurs des fonctions psh radiales. — Dans toute la suite, nous allons
nous intéresser aux fonctions psh radiales sur un polydisque D(0,7) = {(z1,...,2,) € C*|Vi €
{1,...,n},|zi] < r}. Cest un type particulier de polydisque (on prend un méme rayon r pour

chaque coordonnée), mais comme tous les résultats qui suivront sont de nature purement locale,
cela n’a pas d’importance (on pourrait méme prendre r = 1 en fait). La dimension n est fixée pour
toute la suite.

Précisons qu’une fonction radiale sur D(0,7) est une fonction qui ne dépend que des modules
|21l - -, |2n|- Alors, dans le cas ou cette fonction est aussi psh, on connait assez précisément sa
forme :

Proposition 10.1. — Soit ¢ une fonction psh radiale sur D(0,r). Alors il existe une fonction
f convezxe et croissante en chacune de ses variables, définie sur | — oo,logr[™ telle que pour tout
z2=(21,---,2n) € D(0,7), on ait p(z) = f(log|z1],...,1l0g|zn])-

Démonstration. — Soit g définie par g(ws,...,w,) = @(e¥?,...,e¥"), autrement dit g = exp* ¢,
et en particulier g est psh. Comme ¢ est radiale, g en dépend que de la partie réelle de w, et on sait
alors par la proposition 2.2 que g est une fonction convexe de Re(w). Alors, on a ¢(z1,...,2,) =
e(z1]s-- -5 |2nl) = g(og|z1], - - . , log|2z,|) ce qui montre la premiere assertion. Quant & la deuxiéme,
on va montrer pour simplifier que g, vue comme fonction sur | — oo, logr[™ est croissante en la
premiere variable. On fixe donc x; = log|z;| pour ¢ > 2, et on prend deux réels log|z,| = = <
y = log |z,| dans | — oo,logr[. Alors, on consideére le compact K = Dc(0,|zy]) x [[{|2i|}. Comme
@ est psh, elle définit une fonction sous-harmonique d’une variable complexe z sur K, qui atteint
alors son maximum sur {|z| = |z,|} % [[{]z:|} ou encore sur {|z,|} x [[{|zi|} car ¢ est radiale. En
particulier, g(x, x2,...,xn) = ©(|2z], |22], .-, [2a]) < @(|2y], |22], .-+, |20]) = 9(y, 22, ..., 2y) ce que
I’on voulait montrer. O

Avant de passer aux résultats importants de cette partie, on fixe quelques notations pratiques :
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e Tout d’abord, on introduit ici un ordre partiel sur R", en posant
(1, 2n) I (W1, yn) = Vie{l,...,n}, z; <y,
On définit de méme < de la maniere évidente.

e Si ¢ est une fonction psh radiale sur D(0,r), associée a la fonction convexe f, on note g la

fonction concave définie sur [log(r), +oo[™ par g(x) = —f(—x).

e Si f est une fonction réelle définie sur un ouvert U de R™, on note (lorsque ces quantités sont dé-
finies) V f(v) (resp VT f(v)) le gradient (resp. le gradient & droite, c’est-a-dire (%J;{ (v),---, %(v)),
ou le + signifie dérivée & droite) de f en v € U.

e On note dV la mesure de Lebesgue sur R?".

Le résultat suivant est la pierre angulaire pour la suite de cette partie :

Proposition 10.2. — Soit ¢ une fonction psh radiale sur D(0,r), g la fonction concave associée
sur [log(r), +o0o[", et a = (a1, ...,a,) € R}, On note A = (a) +1 = (o + 1)1<i<n- Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(1) L’intégrale

/ |21|2a1 |Zn|2a“€_2<p(zl’“"Z")dV(z)
D(0,r)
est convergente ;

(1) 1l existe v € [log(r), +oo[™ tel que Vg(v) existe, et Vg(v) < A;

(i73) Il existe v € [log(r), +oo[™ tel que VT g(v) < A.

Démonstration. — On commence par faire les changements de variables z; = rjewi , donc l'intégrale

devient, & un facteur (27)" pres :

2c01+1 2an+1 _—2f(logri,...,logry,
/ praatl. 2 e—2f(logr g )dr1-~-d7“n
[0,r]™

On pose ensuite ¢; = —log(r;), ce qui donne

/ 67(2a1+2)u1 . 67(2an+2)un629(“1f""“n)du1 . dun
[log(r),+oo[™

/ o20(x)~2(A2) .
[log(r),+oo[™

(i) = (4¢) On suppose qu'en tout point ot Vg(v) existe, il existe i tel que la i-eme composante de
Vg(v) soit = A;. On sait (par exemple [RV73]) que g est différentiable presque partout, on définit
alors E° ’ensemble des points oi1 g est différentiable, et E; le sous-ensemble de E° formé des points

v tels que %(v) > A;. Il est en fait plus utile de regarder

E= |J E

n(E;)>0

ou encore

et quitte & réordonner, E = E4 U---U E, pour un certain p < n. On a toujours u(°E) = 0.
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Alors on ne peut avoir pour tout i < p, B; C R"™! x F; x R"™% avec u(°F;) > 0 (complémen-
taire dans [logr, +00[) : en effet, on aurait sinon

BE=FN---NE,D(Fy xR HN---N(RP! x F x R"P) = F} x - x F, x R"7P

ce qui donnerait

0> [[uCE) x u(®7) >0

i=1

On choisit alors un i (qu’on prendra égal & 1 pour simplifier les notations) tel que les composantes
en i de E;, notées E! C [logr, +0o] soient de mesure pleine dans [logr, +oc[. Alors, si v est fixé dans
E1, on peut écrire grace a la concavité de g, pour t € E7,

t 6+g
g(vr +t,ve,...,0,) —g(v) = a—(vl +u,vg,...,v,)du
o 01
0
= / —g(vl + u,va, ..., Un)du
[0,t]nEL Oxq
> 1A,

Ainsi,
+oo
(10.1) / exp (g0 + 1.2, 02) = (A, (01 + Lvs. ., 02)) )b > C(0) u(BY) = +ov.
log r
Ceci étant vrai pour tout v € Ey, et comme u(E;) > 0, il existe un sous-ensemble W C [logr, +oo["* !
de mesure > 0 pour lequel ¢t — exp(g(t,w) — (A, (t,w))) ne soit pas intégrable sur [logr, +oo[. Le
théoreme de Fubini montre alors que exp(g — (A4, -)) n’est pas intégrable sur [logr, +oo[™.

(#3) = (#it) est évident.

(i74) = (i) On choisit un point v comme dans 'hypothese. Il existe donc € > 0 tel que VT g(v) <
A — el. Mais alors pour tout z dans le convexe [logr, +00[™, on a

9(x) —g(v) <(VTg(v),z —v) = Z Vig)(wi —v) <Y (A = €a; +C

=1

On en déduit que

/ e29(@)=2(Az) g0 < C’/ e 2 Tidy, - dx,
[log(r),+oo[™ [log(r),+o0[™

n 400
C’ H/ e 2%idy,
1

i=1 og(r)
< 400
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On renvoie au paragraphe sur les idéaux adjoints, et plus précisément a 13.14 pour la définition
de I'idéal .7, () associé & une fonction psh. Alors, la proposition précédente jointe au fait que 1'idéal
multiplicateur d’une fonction psh radiale est monomial donne le résultat suivant :

Corollaire 10.3. — La conjecture d’ouverture généralisée 7 (p) =.5(p) est vérifiée pour les fonc-
tions ¢ psh radiales.

On est maintenant en mesure de décrire précisément le faisceau d’idéaux multiplicateurs associée
a toute fonction psh a symétrie radiale.
Pour cela, si ¢ est radiale sur D(0,1) (on prend r = 1 dans le but de simplifier les notations, ce qui
ne nuit pas a la généralité, rappelons le), associée & g concave, alors on note

P(p) = |J {VTg(v) + (R})"}

UERi

Ainsi, si ¢ > 0, P(cp) = ¢- P(¢). Une autre remarque, importante pour la suite, est que ’ensemble
des n-uplets de réels (aq,...,a,) tels que fD(O 1 |21[291 - -+ |2, |20 e 29 (21020) @V () converge est
convexe : en effet, I'inégalité de Holder peut se reformuler en disant que la fonction

AeR"— log/ e~ AHAm) =29() gy
U

est convexe.
Ainsi P(p) admet une autre description : c’est U'intérieur de I'enveloppe convexe supérieure dans
R des points VTg(v),v € RY.

Alors, la proposition 10.2 jointe & la description précédente de P(yp) donne tout de suite le
résultat suivant, qui peut étre vu comme un analogue ou une généralisation au cadre algébrique du
théoréme de Howald énoncé dans [Laz04] :

Théoréme 10.4. — Soit ¢ une fonction psh radiale, alors & (p) est un idéal monomial engendré
par les z% = 20 -+ 28m tels que :
a+1 e P(yp)

Démonstration. — La seule chose & voir est que # () est monomial, mais la preuve est exactement
la méme que celle de ’exemple 9.3. O

10.2. Exemples. — Dans cette section, nous allons nous concentrer sur deux exemples typiques,
correspondant respectivement a

k & 20,54
flz, ... xn) = §log (26 ' )

(ici, il est plus simple de travailler avec f plutét que g, mais bien siir, comme Vg(x) = Vf(—z),
Pénoncé de la proposition reste le méme avec f ou g, il faut juste changer [logr,+oco[™ en | —
00, —log(r)]™) ce qui nous conduira a retrouver les résultats de Pexemple 9.3 , et a

Qn

g(x1,...,xpn) =kt -z
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pour des bons a; > 0.

10.2.1. Premier exemple. — Commengcons par la fonction : f(z1,...,2,) = glog (Z?:l 620‘”7"),
qui est convexe pour tous a; > 0. On a
ko e®iTi
VI = S e
et on cherche les 8 = (81, ..., 8,) tels qu'il existe x = (x1,...,2,) € R™ vérifiant pour tout 7 tel
que a; # 0,
T 18;+1

Sioeni ka

Guidés par I'exemple 9.3, on peut penser que le résultat suivant est vrai :

Lemme 10.5. — Soient y1, ..., y, des réels strictement positifs, alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(@) yi+-tyn>1

(1) Il existe (x1,...,2,) € (RX)™ tels que pour tout i € {1,...,n},
e’

> .
Yi eTl + ... 4+ eTn

Démonstration. — On remarque déja qu’'un sens est évident.
Quant a lautre, il y a plusieurs fagons possibles de procéder. Un moyen tres rapide de conclure est

de considérer les z; = y1+y71+yn On pose alors z; =logz; € R* | comme » z; =1, 0n a
e’ )
n Th el =z; < Yi
k=1¢
car y1 + -+ yn > 1. O
Alors, on applique ce lemme pour trouver pour tout i tel que o; # 0 un z; vérifiant Zﬁil:;k*k <
%% Quant aux autres 7, il n’y a rien & imposer aux 3; (la condition s’écrit 5; +1 > 0).
En conclusion, on a bien montré que . (£log(}" |2;|>**)) est engendré par les mondémes 27 tels
que
i +1
> A
a;>0 Qi
10.2.2. Second exemple. — Passons maintenant & g(z1,...,2,) = ka'---zi~, avec k > 0 et

a; = 0 pour tout «.
La premiére & question & se poser est si cette fonction est concave ou pas. Comme g est €2 sur
10, +00[™, on peut calculer sa Hessienne en un tel point :

ai(o—1) aras aray
z% T1T2 T1Tn
asa az(az—1) asam,
2
oy .’L‘2 ToTn
Hessg(z1,...,20) = g(z1,...,20)

TpT1 z
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On veut voir a quelle condition cette matrice est négative. Or, une matrice (a;;) est négative si

et seulement si pour tout A = (A1,...,A,) € (R%)", la matrice (A;j\ja;;) P'est aussi. En prenant
A= (z1, - ,%,), on se ramene & la matrice :
ar(ag — 1) o109 e 10y,
Q0o ag(ag —1) -+ a0,
alan PR P an<an — 1)

Ainsi, il suffit d’appliquer le critere de Gauss a la matrice

l-ay —azy --- —Qy,
—Q1 1_a2 cee —Qp,
—aq P

Or, chacune sous-matrice principale (de type (a; ;)i1<i,j<k) est somme de I;; et d’une matrice de

rang 1, et de trace —) ., o;, donc est de déterminant 1 — >, «;. Ainsi, g est concave si et
X X

seulement si

On fait cette hypothese par la suite.
On peut maintenant suivre la méthode donnée par la proposition 10.2 : on calcule le gradient de g
en x €]0,+oo[", il vaut :

Vigla) = 4

T
On cherche les = (f1,. .., Bn) tels quil existe © = (x1,...,2,) € (R%)™ vérifiant pour tout oy # 0
(pour les autres 4, il n’a y toujours pas de conditions & imposer car on s’intéresse & des mondémes
donc les B; sont toujours positifs) 'inégalité :

kw?l x%n - 67,‘""1

T (&7}

Ici, 'exemple est tres intéressant car on observe deux comportements tres différents selon les «; :

e Si)y o <1,alors Vig(N,...,N) = ka; N2~ tend (pour tout 7) vers 0 quand N tend vers
I'infini, donc la condition devient vide.

Q
e En revanche, si ) «; = 1, on est dans le cas extrémal, et la condition devient [, (ﬁkil) > 1

(on fait le produit toujours sur les i tels que oy # 0).
Pour le voir, un sens est évident en faisant le produit terme & terme de chaque inégalité. La réci-

proque est plus subtile, de méme que dans ’exemple précédent. A nouveau, résumons les idées dans
un lemme :

Lemme 10.6. — Soient y1, ...,y des réels strictement positifs, et aq, ..., a, strictement positifs
de somme égale a 1. Alors on a équivalence
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(1) On a linégalité :
11 (%) > 1
i1\
(1) Il existe (x1,...,2,) € (RE)™ tels que pour tout i € {1,...,n},

. AL L, pQn
yi 2yt
&%) Z;
Démonstration. — On pose A; = Z—i, puis pour ¢ € {1,...,n — 1}, on pose z; = A%, et on définit
_ n—1_—ai/an fal [e%1 Qp (e Qn 4 : Qan —an
e | . Ainsi, 27" -+ 29~ =1, et comme A" -+ A% > 1, on en déduit x5~ > A,
1--- an . . . .
ou encore : A, > % Ainsi, en prenant x/, = x,, + € avec € > 0 suffisamment petit, on obtient
@1, .an
pour tout 7 : A; > % O

On peut résumer tout cela dans la proposition suivante :

Proposition 10.7. — Soit p(z) = —k|log |z1]|"" - - - |log |z, ||*" ot les a; sont des réels positifs de
somme inférieure ou égale a 1, et k > 0 est un réel. Alors ¢ est psh sur D(0,1), et :
e Soit Y a; <1, et alors .7 () = Op(o,1)-
e Soit Y a; =1 et alors 7 () est engendré par les 2° tels que :
Bi+1\™
— >1
H < kOéZ'

a; >0
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PARTIE IV
LES IDEAUX MULTIPLICATEURS EN GEOMETRIE COMPLEXE

On a vu dans la partie précédente la définition des idéaux multiplicateurs, ainsi que des cas
particuliers ol on savait déterminer plus ou moins explicitement cet idéal. Dans le cas général, on
ne sait pas le calculer, mais au fond, ce n’est pas tres grave car il n’y a pas forcément besoin de
connaitre exactement 1’idéal pour pouvoir I'utiliser. Cette partie est consacrée a 1'utilisation de cet
outil algébrique : c’est cet idéal qui donnera les bons approximants du théoreme de Demailly, qui
donnera le bon faisceau pour avoir un théoreme général d’annulation de la cohomologie... Nous
verrons aussi comment cet idéal se comporte vis-a-vis des restrictions, en introduisant un idéal
adjoint analytique.

11. Approximation des fonctions psh

Il s’agit ici de présenter un résultat de Demailly montrant entre autres qu'une fonction psh est ap-
prochable (pour les topologie produit et L') par des fonctions de type alog(32/% | £.[?) ot a € Q,
et les f,, sont holomorphes, telles que la série dans le logarithme converge localement uniformément,
et définit une fonction réelle analytique. C’est un théoréeme fondamental, car ces derniéres fonctions
psh aux singularités analytiques bien comprises approchent les fonctions psh général avec un bon
controle sur les singularités.

Mais avant d’entrer dans les détails, nous donnons quelques rappels concernant les espaces de
Bergman de fonctions L? holomorphes définies sur un ouvert de C”.

Définition 11.1. — Soient 2 C C" un ouvert, ¢ une fonction psh sur Q. On note H?(2,¢)
I’espace des fonctions f holomorphes sur  de poids L? fini, e telles que fQ |f|?e722dV < 400, ol
dV est la mesure de Lebesgue sur C™.

Le résultat suivant, bien que facile a établir, est la pierre angulaire de la théorie des espaces de
Bergman :

Proposition 11.2. — L’espace H?(),¢) est fermé dans L*(Q,e22dV), ce qui lui confére une
structure d’espace de Hilbert.

Plus précisément, la topologie L? sur H?(Q, @) est plus forte que celle de la convergence uniforme
sur les compacts.

Démonstration. — On va directement montrer la derniére assertion, et voir comment la premiere
s’y rameéne. Soit donc K C Q un compact, et f € H?(Q,¢). Comme ¢ est scs sur K, elle y est
majorée, donc o = infx e 2% > 0.

On choisit alors z € K, r < d(z,0%), et on note m, le volume de la boule B(z,r). Comme f est
pluriharmonique, on a f(z) = m; ! C—al<r f(©)dV(¢), donc

1 1

my am,.

PG < / FOPAV(C) < / O 29av(¢) < O |2
[¢—z|<r [(—z|<r
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ot C = (am,)~! ne dépend que de K. Ainsi, ||f||k.0co < C’||f||2, ce qui montre le premier point.
Si (fn)n>0 est une suite dans H%(Q, ) convergeant vers f € L*(Q,e=2?dV) pour la norme L?
elle admet une sous-suite (f,(,)) qui converge vers f presque partout. Par l'inégalité précédente,
cette (sous)-suite est localement uniformément bornée, donc par le théoréme de Montel, elle admet
une sous-suite (fyoy(n)) convergeant uniformément sur tout compact vers g holomorphe. Par unicité
de la limite, on a 1’égalité f = g presque partout. Il reste a voir que 1’égalité est vraie partout. Pour
cela, on remarque que comme (f,,) est de Cauchy pour la norme L2, elle I'est également pour la
norme uniforme sur tout compact prescrit, donc elle converge uniformément sur tout compact vers
une fonction continue qui est nécessairement f (en effet, sur un compact, la topologie de convergence
uniforme est plus forte que la topologie L?). Ainsi, f = g partout. O

Comme L?(Q, e 2¢dV) est séparable, il en est de méme de H?(, ¢), et on peut donc se donner
une base hilbertienne (f,)n>1 de ce dernier espace. On a alors le lemme :
Lemme 11.8. — Avec les notations précédentes, la série Y, | fn|?
compact de ) et définit une fonction réelle analytique.

converge normalement sur tout

Démonstration. — Tout d’abord, on a la convergence ponctuelle car > |f,,(2)|? est le carré de la
norme L? de I'opérateur ¥, : f — f(z) (continu par la proposition précédente) défini sur H?(, ¢).
En effet, si

1 S
gN = 1/22fk(2)fk

(S mR) " =

alors gn est de norme 1 (sur L2(Q, ¢)), et | ¥, (gn)|? = ZIJLI |fx(2)]?, dott
lautre inégalité étant évidente par Cauchy-Schwarz.

AP > 305 (2P,

On pose alors g, = limgy, et on se place maintenant sur ' C Q relativement compact, ou
@ y est donc majorée. On a pour tout z, ||g.||z2(n,e) = 1 donc ||gz||%2(9,) < Cj indépendante
de z. Par équivalence des normes L*(Q') et L>°(€'), ceci implique que sup, ||g:||r~ ) < Ca. En
particulier, on a pour tout z : ;:i |f1(2)|> < C2. On integre cette inégalité sur €', ce qui montre
que S 555 |1 £l]2e (o) converge, et & nouveau par 'équivalence des normes,

400
Z |kl 170 0y < +00
k=1
ce qui montre la convergence normale de la série en question sur '.
Quant a la réelle-analyticité de la fonction somme, c¢’est un résultat classique pour les fonctions du
type 3. |fa]?, avec les f,, holomorphes, et qui convergent uniformément. O

On peut maintenant passer au résultat fondamental de Demailly sur ’approximation en un sens
trés fort d’une fonction psh donnée par des fonctions & singularités analytiques. La méthode est
la suivante : on part de ¢ psh sur un ouvert pseudoconvexe borné 2 C C", et on fixe une base
(hilbertienne) (g x)ken de H?(, myp). Les résultats ci-dessus nous permettent de définir la fonction
réelle analytique ¢, = 5 10g(3" |gm,k[?). On dispose alors du
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Théoréme 11.4 (Demailly). — Avec les notations précédentes :
(1) Il existe des constantes C1,Cy > 0 indépendantes de m et ¢ telles que pour tout z € et
r < d(z,00), on ait

1 Co
(2) = — < ¥m(z) < sup @(¢) + —log —.
m I¢—z|<r mor
En particulier, quand m — +00, 1y, converge vers ¢ ponctuellement et pour la topologie Li . sur
Q;
(2) De plus, concernant les singularités sur un compact K C Q, on a les inégalités suivantes :

M) = = < Ak (Um) = Ak () < A ()

(3) Enfin, concernant les nombres de Lelong en z € ),

V(. 2) = T < vl 2) S v(p,2).

Démonstration. — D’apres les résultats préliminaires de cette partie, on voit que
1
Ym(2) = — sup log|f(z)]
m reB(1)

ot B(1) désigne la boule unité de H2(Q, myp). Ainsi, pour 7 < d(z, ), l'inegalité de la moyenne

pour |f|? psh donne :

1
2 —

FGF <

1 2mep () / 2,~2mep()
o Sup e |F(QFe™=mdV(C)
Tl ey [¢—=|<r

/ FOPAV(C)
[(—z|<r

En passant au sup pour f parcourant B(1), on obtient
1

Y (2) < sup @(C)+—logm~

j¢—zl<r 2m
La seconde inégalité, garantissant que v, est moins singuliere que ¢ est bien plus profonde, et
provient du théoreme d’Ohsawa-Takegoshi. En effet, on fixe z € ), ce qui définit une sous-variété
de dimension 0, et alors pour tout a € C, il existe une fonction holomorphe sur 2 telle que f(z) = a
et

/ |f‘2€—2mgzdv < 03‘a|26—27mp(z)7
Q

ou C3 est un constante qui ne dépend que de €. Alors, on choisit a de telle sorte que le membre de
. . . log C.
droite vaille 1. Ainsi, f € B(1), et donc 1, (2) > L log|a| = ¢(z) — &=

Passons a la deuxiéme partie : tout d’abord, par I'inégalité ci-dessus, il est clair que A (¢,) <
Ak (). On voudrait maintenant se ramener au cas ou ¥, est & singularités analytiques, c¢’est-a-dire
qu’on cherche une inégalité du type

ko (m)

1
(11.1) Ym = Ca< 5 —log ) |gml* < m
m k=0
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sur un ouvert ' relativement compact dans Q. Mais on sait que #(mep) est engendré par ses sections
globales d’apres la preuve du théoreme de Nadel sur la cohérence du faisceau en question. Alors,
par la propriété noethérienne forte, si on se donne un ouvert relativement compact €' O K, le
faisceau #(mey) est engendré (librement, quitte & réordonner les indices) par un nombre fini de
fonctions (gm,k)o<k<ko(m)- Pour simplifier les notations, on pose fi = gi,m. On écrit alors, pour

tout n > ko(m) :
ko (m)

fn = Z Xin fi
i=0

olt \j,, € C est la projection p;(f,) de f, € H?*(Q,my) sur Cf; parallelement a Vect(f;,j €
{0,...,ko(m)} — {i}). Or, pour tout z € €', la série >, |gm,x|* converge normalement sur . En

particulier,
D il < D Mpil Pl allZar gy < ClPIIE Y 1 fall
n n n

et la somme en question est finie par convergence normale. Ainsi,

ko(m) k}o(m) k}o(m)
Dol D0 DD Pl DO IAR < XD AP D il
n>ko(m) n>ko(m) =0 i=0 i=0 in

Alors,
k?o (m

+o00o )
1 9 1 Z 2 2 : 2
¢m = % lOg kéo ‘fn| < % IOg (1 + — |Ai,n| ) ~ |fk‘

ce qui est I'inégalité (11.1) recherchée en posant Cy(m) = 5= log(1 + Dim Ainl?).
En particulier, on a I'égalité Ax (¢¥m) = L Ax (F(myp)).

On fait maintenant la remarque que l'intégrale fQ, e2m(Wm=¢)qV converge. En effet, celle-ci est
majorée par :

k:[)(m)
eQmC4 Z |gm,k|2€—2mapdv < 62m04 |gm7k|2e—2mapdv < 62m04 (k‘o(m) + 1).
o T Q

Ainsi, si A > A\g (¥,), linégalité de Holder avec les exposants p = 1+mA et ¢ = 1+ (mA)~! donne
pour tout ' O K, puisque mgp~! =m(g—1)=A"1:

/ 672mp_1apdv — / €2mp_1(¢m*§0)e*2mp_1¢mdv

1/p 1/q
(/ eQm(wm‘”)dV> </ 62)‘1’/’de>

< +o0.

N

La finitude de cette intégrale est bien équivalente & l'inégalité recherchée, car elle est vraie pour
tout A > Mg (¢,), et pm~t = A+ L.

Il reste le dernier point sur les nombres de Lelong. L’inégalité de droite est facile car ¢ est plus
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singuliere que ¥, ie ©(z) < ¥m(z) + C. Pour obtenir I'inégalité de gauche, on écrit la majoration
obtenue au point 1 puis on passe au supremum dans une boule de rayon r :
sup  Ym(z) < sup  o(C) + L log %
|lx—z|<r [(—z|<2r m r
On divise cette inégalité par logr < 0, et on fait tendre r vers 0. Le lemme 7.2 permet alors de
conclure. O

Remarque 11.

Il faut faire attention au fait que cette approximation peut parfois, méme dans des cas trés
simples, étre assez large voire inutile. En effet, si on cherche & approximer ¢(z) = log |z|, alors
Ym a les mémes singularités que (1 — %) log |z| par un calcul facile, et ainsi, #(m) = Ox
est trivial alors que .#(¢) = mg est engendré par z1,..., zn.

Dans le cas ou ¢ est d’exponentielle holderienne, on peut raffiner encore ’approximation :

Proposition 11.5. — Awvec les notations du théoréme précédent, et si e® est holderienne d’expo-
sant a sur un ouwvert U C Q alors il existe un ouwvert V.C U tel que :

C
#(2) = 25 <em(2) < (1= == ) (=) + O(1)
pour tout z € V' tel que p(z) # —oo.

Démonstration. — Comme sup¢_|<, e?(Q) = sup|¢_ e#(9) la condition holderienne montre que

z|=r
sup e?(©) < e?(2) + Ar©.
[¢—z|<T
En prenant r = ee?(*)/® avec e suffisamment petit pour que B(z,r) C U, alors on obtient :

n

IOg C2 n/m
ez < _
= logr < (1 - ) w(z) +O(1)

Um(2) < p(2) +log(1 + Ae) +
O

Pour finir cette partie, nous allons donner un théoreme, di & Siu (1974) dans le cadre plus général
des courants de bidegré (p,p), qui exprime lanalyticité des sous-niveaux de nombres de Lelong.
La preuve originale est longue et technique, mais Demailly a utilisé son résultat d’approximation
précédemment mentionné pour en donner une preuve tres simplifiée, que nous allons présenter.

Théoréme 11.6 (Siu). — Soit ¢ une fonction plurisousharmonique sur une variété compleze X .
Alors pour tout ¢ > 0, le sous-niveau du nombre de Lelong

Ec(p) ={z € Xsv(p,2) 2 c}
est un ensemble analytique de X .

Démonstration. — L’analycité se vérifiant localement, on se ramene au cas ou ¢ est définie sur un
ouvert pseudoconvexe borné 2 C C". Alors la double inégalité v(¢) > v(¢¥m) > v(¢) — 7= montre
que I’égalité, pour mg assez grand :

Ec(@) = m chn/m('(/Jm)'

m>=mg
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O

Tout se ramene donc & montrer le résultat pour les fonctions a singularités analytiques. Or, v(yp, 2)
est 'ordre d’annulation de e¥ en z, donc si ¢ =log > | fx|, alors v(yp, z) est 'ordre d’annulation en
z de Y | fx| et donc v(¢, z) > ¢ est équivalent & ce que pour tout multi-indice o d’ordre < ¢, on ait

,ga)(z) = 0, ce qui conclut la preuve.
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12. Le théoréme d’annulation de Nadel

Le théoreme de Nadel, qui, une fois la notion d’idéal multiplicateur introduite, est essentielle-

ment une reformulation cohomologique du théoreme 5.7, se révele étre d’une importance centrale
en géométrie complexe.
Par exemple, il contient le théoréeme de plongement de Kodaira et sa généralisation (en géomé-
trie algébrique) connue sous le nom de théoreme de Kawamata-Viehweg. A la base, ce théoréme,
démontré dans [Nad90], a été introduit pour donner un critére d’existence de métrique de Kéhler-
Einstein & courbure (scalaire) positive. Dans la partie VI, nous expliquerons plus précisément en
quoi le théoreme d’annulation de Nadel permet de donner des conditions suffisantes (intéressantes)
garantissant 1’existence de métriques de Kéahler-Einstein.

Le théoreme de Nadel est un théoreme d’annulation de la cohomologie des faisceaux. Mais le
calcul de cette cohomologie ne se fait (presque) jamais directement, et on utilise le théoréme de De
Rham-Weil, qui dit que si (A°,d) est une résolution d’'un faisceau % par des faisceaux acycliques
(ie H*(X, A7) =0 pour tout ¢ > 0 et s > 1), alors il y a un isomorphisme fonctoriel

HYT(X,A*%) — HI(X, #).
Une fois ces rappels établis, on peut passer au théoreme d’annulation :

Théoréme 12.1 (Nadel). — Soit (X,w) une variété kihlerienne de dimension n, supposée fai-
blement pseudoconvexe. On considére E un fibré en droites holomorphe muni d’une métrique her-
mitienne singuliere h de poids local ¢. Supposons qu’il existe une fonction continue strictement
positive € sur X telle que iO(E) > ew. Alors

Vg>1, HYX,0x(Kx +E)®4h)) = 0.

Démonstration. — On note A? le faisceau des germes de (n, ¢)-formes u & valeurs dans F et & coef-
ficients mesurables, telles que & la fois |u|2e=2¢ et |Opu|?e~2% soient localement intégrables. L’opé-
rateur g définit un complexe de faisceaux (A®, dg) qui est une résolution du faisceau Ox (Kx +
E)®H(p) :

- En degré 0, le noyau de dg consiste en les germes de n-formes holomorphes & valeurs dans F
satisfaisant la condition d’intégrabilité, donc dont la fonction coefficient (vue dans une trivialisation
de X et donc de E) est dans #(y).

- En degré ¢ > 1, c’est une conséquence immédiate du théoreme 5.7 appliqué a des boules

5.
suffisamment petites (pour avoir & la fois |Ogu|?e =2 intégrable et iO(E) > dw avec § > 0 constante).

Comme chaque A7 est un €*°-module A® est une résolution de acyclique. Le théoreme de De
Rham-Weil rappelé ci-dessus montre alors que pour tout ¢, on a un isomorphisme

HIT(X,A%)) =~ H(X,Ox (Kx + E) ® 7(¢))
et il reste a montrer que le terme de gauche est toujours nul.
Pour ce faire, on choisit ¥ une fonction d’exhaustion psh sur X, et on applique le théoreme 5.7

globalement sur X, avec E muni de la métrique A’ = e X°Yh, oul x est une fonction convexe
croissante en chaque variable, de croissance arbitrairement rapide a linfini. Comme v est une
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fonction d’exhaustion, l'intégrabilité locale de |u|?e~2¢ et celle de |u|?e~2(¥+X°¥) sont équivalentes.
Mais en choisissant x a croissance suffisamment rapide, plus précisément de telle sorte que pour
une forme dp-fermée u donnée, on ait |u|?e~2(#+X°¥) intégrable sur X (y dépend de la forme u), on
montre que toute forme globale dp-fermée est dp-exacte (cette notion ne dépend pas de la métrique
de E), d’otu le résultat. O

Nous aimerions maintenant donner une preuve du théoreme de plongement de Kodaira s’ap-
puyant sur le théoréme de Nadel, en suivant un exercice de [DBIP96]. L’idée est qu’en un point
ou la métrique (d’un fibré bien choisi) admet une singularité isolée suffisamment importante, alors
I'espace des sections globales de ce fibré va engendré les s-jets de sections au point considéré.

Plus précisément, il s’agit du corollaire suivant :

Corollaire 12.2. — Soient (X", w),E, ¢ comme dans le théoréme de Nadel, on suppose qu’il
existe v € X tel que v(p,x) > n + s pour un entier s > 0, et que e 2% est localement inté-
grable au voisinage de tout y # x assez voisin de x. Alors H*(X, Kx + E) engendre les s-jets de
sections au point x.

Démonstration. — Les hypotheéses impliquent que #(¢), C mf{i et que pour y # x voisin, H(p), =

Oxy. Or, le théoreme de Nadel montre qu’on a une surjection
H°(X,0x (Kx + E)) — H°(X,0x (Kx + E) @ (Ox /#(9)))-

Or, au voisinage de z, le faisceau Ox /#(¢p) et donc également le faisceau Ox (Kx +F)®(Ox [ (p)),
sont des faisceaux gratte-ciel, et pour un tel faisceau #, on a toujours une surjection F(X) —» %,
obtenue en prolongeant par 0 n’importe quel élément de .%,.

Ainsi, on a une surjection

HY(X,0x(Kx 4+ E)) — Ox(Kx + E)s ® (Ox /#(©))s.

Or, comme .#(p), C m}",‘;, on a une surjection naturelle (Ox /#(¢)), —> (’)X@/m?:;, et ce der-

nier idéal est exactement constitué des s-jets de sections de Ox au point x, ce qui conclut apres
tensorisation par Kx + FE. O

Remarque 12.

Le méme résultat est vrai si au lieu de prendre un seul point x, on en prend plusieurs
z1,...,xy € X vérifiant les mémes hypotheses. En effet, la seule chose a vérifier est que si
Z est un faisceau gratte-ciel au voisinage des z;, alors on a une surjection #(X) — @ Fz;,
ce qui est facile a voir.

Nous sommes maintenant tout pres du théoreme de Kodaira, que nous énongons donc :

Théoréme 12.3 (Kodaira). — Soit X une variété kihlerienne compacte, et L un fibré en droites
holomorphe. Alors L est ample si et seulement s’il admet une métrique a courbure positive.

Démonstration. — Si L est ample, alors on peut voir X comme sous-variété de PV, et L comme
restriction & X du fibré Opn (1). Alors la restriction de la métrique de Fubini-Study & X répond &
notre probleme.

Inversement, supposons donnés une métrique lisse hg a courbure positive, de poids local ¢, ainsi
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que z1,...2x € X. On va montrer que pour m grand, ne dépendant que de N et de L, on a une
surjection

N
(12.1) HO(X,L®™) — @I LE™).,,
j=1
ol JL®™ est 'espace des s-jets de sections de L®™. Par la proposition 11.10 du chapitre VII de
[Dem], cela montrera que L est ample.
Pour montrer la surjection (12.1), on construit une fonction a poles logarithmiques en les z;, qu’on
notera 1. Plus précisément, en isolant des ouverts de trivialisation disjoints contenant les points x;,
on peut imposer ¥(z) = log|z — x| dans une carte U;, et avec un argument de partition de 'unité,
on peut peut globaliser la construction, tout en gardant la condition précédente sur des V; € Uj.
On voudrait maintenant construire une métrique h & courbure positive sur L par h = hge™ %, pour
e > 0 petit. Mais ceci se vérifie localement : sur les Vj, ¢ est psh donc ¢ + €) est bien strictement
psh. Puis, sur le compact X — UV}, 9 est lisse donc il existe C' > 0 telle que 10019 > —Cw. On peut
alors choisir € tel que iO, (L) — eCw soit positive (ie il existe § > 0 tel que cette derniere quantité
soit > dw). On remarque ici que € ne dépend que de N (et de L bien str).
Ensuite, en prenant m > s/e + n/e, la métrique h®™ sur L®™ est toujours a courbure positive, et
a un poids local ¢,, vérifiant pour tout j, v(¢m, ;) = n+ s.
Alors, on peut appliquer la remarque 12 suivant le corollaire 12.2 au fibré en droites E = —K x +mL
muni de la métrique induite par h®™ et une métrique lisse quelconque sur Kx.
O

13. Idéaux adjoints analytiques

Cette section, assez conséquente, est consacrée a un travail que nous avons réalisé dans le but
de généraliser la notion d’idéal adjoint algébrique. En un mot, cet idéal décrit précisément les
phénomenes de restriction de fonctions appartenant a certains idéaux multiplicateurs. Nous donnons
donc une définition cohérente avec le cadre algébrique, et nous montrons ensuite I'exactitude de
la suite d’adjonction dans un cadre nécessairement un peu restreint, a savoir celui des fonctions
holderiennes psh. En particulier, on peut ainsi retrouver a partir du cas local, une version faible
du théoreme global de Manivel. Le dernier paragraphe étudie les propriétés d’'un idéal adjoint plus
naturel, mais qui ne saurait cependant généraliser I’adjoint algébrique.

13.1. Restriction et adjonction. — Cette partie va illustrer la force du théoreme d’Ohsawa-
Takegoshi a travers deux résultats assez fondamentaux, qui lient des conditions d’intégrabilité glo-
bales a celles en restriction a une sous-variété. Le premier résultat constitue 1’étape cruciale pour
la sous-additivité de I’exposant de singularité complexe.

Proposition 13.1. — Soit ¢ une fonction psh sur une variété complere X et Y C X une sous-
variété complexe telle que oy # —oo sur chaque composante conneze de Y. Alors, si K est un
compact de'Y, on a :

e (@y) < ek (p).
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Démonstration. — Par la proposition 8.3, il suffit de montrer le résultat dans le cas ot K = {y}
est un point. On se ramene donc facilement au cas ou X est un ouvert de C™. On se donne alors
¢ < ¢y(p)y)- 1 existe donc une boule B(y,r) telle que [, e ?*?dVy < 4o0. Par le théoreme
d’Ohsawa-Takegoshi appliqué a 'ouvert pseudoconvexe borné B, la sous-variété Y et la fonction
f=1surY, il existe F holomorphe sur B telle que F(z) = 1 sur BNY et [, |F|?e™2*?dVp < +oc.
Comme F(y) = 1 et F continue, il existe un voisinage V de y dans B tel que sur V, on ait
|F(2)| > 1/2. Ceci montre que [, e”***dVp < 400, donc ¢ < ¢ (). O

Remarque 13.
En termes plus parlants, la singularité d’une fonction psh ne peut qu’augmenter lorsqu’on
la restreint a une sous-variété.

En fait, la proposition 13.1 est un cas particulier du théoréeme suivant, dit de restriction des
idéaux multiplicateurs, et dont la démonstration est quasi-identique a celle de la proposition 13.1 :

Théoréeme 13.2. — Soit X une variété complere, Y C X une sous-variété lisse, ¢ une fonction
psh sur X telle que gy # —o0 sur chaque composante conneze de'Y :

Alpyy) C Ap) - Oy

Le résultat suivant est une sorte de réciproque de 'inégalité précédente, au sens ol on cherche a
controler la singularité en restriction & une hypersurface par la singularité globale. Malheureusement,
le cadre des fonctions psh est trop large pour pouvoir espérer un résultat général, et il faut se
restreindre a certaines fonctions psh plus réguliéres au sens ou elles ont un bon comportement local.
C’est 'objet de la définition suivante :

Définition 13.3. — Soit X une variété complexe, on dit qu'une fonction psh sur X est holderienne
psh si e? est localement holderienne sur X, c’est-a-dire que pour tout compact K C X, il existe
des constantes C' = Cx > 0, = ag > 0 telle que :

Va,y € K, [e#) — f W] < Cd(,y)°,
ou d est une métrique riemannienne sur X.

De telles fonctions sont cependant fréquentes, car elles incluent toute la classe des fonctions du
type

Qg k

maxctor [ 3Tl
J k
ol fi,j,k S Ox(X) et QG Gk > 0.

Le résultat suivant, connu sous le nom d’inversion de I’adjonction, est important particulierement
en géométrie algébrique complexe ou il admet une reformulation trés simple dans le langage des
paires. Nous ne donnons pas sa démonstration ici (elle figure par exemple dans [DKO01]) car dans
la section suivante consacrée aux idéaux adjoints, nous donnons un résultat proche et dont la
démonstration utilise entre autres les mémes idées.
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Théoréme 13.4. — Soit H une hypersurface lisse de X et T un courant positif de type (1,1) sur
X tel que ses potentiels locaur ¢ soient des fonctions hélderiennes psh avec pjg # —oo. On pose
alors dans ce cas T\ = dd°pp. Alors pour tout compact K C H, on a

ecx(H) +T) > 1= cx(Tiy) > 1.

13.2. Idéal adjoint associé a une fonction psh. — L’idéal adjoint est un idéal qui va nous
servir & réaliser exactement #(|y) dans () - Oy, pour Y une sous-variété de X. Actuellement,
nous n’arrivons a des résultats intéressants que dans le cas ou Y est une hypersurface. Cependant,
il nous semble plus naturel -dans I'optique d’une généralisation a la codimension quelconque- de
définir 'idéal adjoint par rapport & un diviseur a croisements normaux simples.

Le cadre est donc celui d’une variété complexe X et d’un diviseur D = 3  D; & croisements
normaux simples -on identifiera donc D a son support. Alors en tout point z € X, il existe un
voisinage U, de x, un entier p et des coordonnées zi,...z, telles que DNU, = {(21,...,2n) €
Ug; 71 -+ 2z, = 0}. Alors on a évidemment dans ces coordonnées :

U, ~ D~ (A*)P x A",

ou A désigne le disque unité ouvert de C, et A* ce méme disque, épointé. Si x ¢ D, alors on a p = 0.

L’objet fondamental est décrit dans la définition suivante :

Définition 13.5. — Soient X une variété complexe de dimension n, D = > D; un diviseur &
croisements normaux simples sur X, et Xg = X ~ D. On dit qu'une métrique wp sur Xy est D-
Poincaré si pour tout ouvert suffisamment petit U C X tel que pour des coordonnées z1,..., 2,
UND={(z1,...,2n) €U;21-- 2, =0}, wp est de la forme :

. P _ n
wp = L[S AL SN s,

2
2 p |z:|? log™ | ] Pl

n
La forme volume associée, %,D, qu’on notera p, est alors dite D-Poincaré. On a donc localement :

p
QPZH; Leb,

2
i=1 |ZZ|210g ‘ZZ|
et ainsi la densité de Qp est intégrable par rapport & la mesure de Lebesgue sur R2™.

Une chose importante a vérifier est que de telles métriques existent toujours : c’est en fait chose
facile car on sait les construire localement, et il suffit d’utiliser des partitions de 'unité pour les
définir globalement.

L’importance de ces métriques réside (entre autres, bien sir) dans le fait que pour un ouvert
suffisamment petit U C X, en notant Uy = U N Xy, on a que (Up,wp) est kihlerienne compléte.

Définition 13.6. — Soit ¢ une fonction psh sur une variété pseudoconvexe X, D un diviseur a
croisements normaux simples tel que ¢|p # —oo. On définit le faisceau d’idéaux Adj%(p) comme
celui étant formé des germes f € Ox , telles que |f|?e™2% soit intégrable par rapport une forme
volume D-Poincaré pres de x.
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Remarque 1.
Cette définition ne dépend pas de la forme volume D-Poincaré choisie.

Remarque 15.
On a donc toujours Adj% () C F(¢), et si z ¢ D, alors Adj% (9)e = ()

Le résultat suivant, qui permet de dire que ’outil introduit est raisonnable au sens de la géométrie
analytique, se prouve de maniere tres semblable au théoréeme de Nadel sur la cohérence des idéaux
multiplicateurs :

Proposition 13.7. — Pour toute fonction psh ¢ sur un ouvert Q0 C X et tout diviseur D snc sur
X tel que pp # —00, le faisceau Adj% () est un faisceau cohérent d’idéauz.

Démonstration. — Pour simplifier les notations, on note & := Adj% () faisceau sur €.
Le résultat étant de nature purement locale, on peut supposer que  est la boule B(0, %) de C"
et que D = {(z1,...,2,) € Q|21+ 2, = 0}, on fixe alors Q, = [[}_, W Leb la forme de

Poincaré canonique sur 2. On note H (€2, ¢) désigne 'ensemble des fonctions f holomorphes sur
telles que [, [f(2) |2¢=2¢()Qp(2) < +oc. Par la propriété noethérienne forte des faisceaux cohérents,
I’ensemble H(€2, ¢) engendre un faisceau d’idéaux cohérents # C Oq. Clairement, ¢ C &/. Pour
montrer la réciproque, nous allons vérifier que pour tout x € 2 et tout entier s, on a 'égalité
Ho+ A N m?{rxl = of,. Le lemme de Krull garantit alors que l'intersection sur tous les entiers s
du terme de gauche vaut _¢#,, ce qui conclura.

Pour ce faire, on part donc d’'un germe f, € 7, défini sur un voisinage V' de x, puis on choisit x une
fonction tronquante & support dans V valant identiquement 1 preés de . Comme 9(xf) = (9x)f est
L? par rapport & e 2#Qp, on peut appliquer les estimées de Hérmander sur la variété kihlerienne
(2~ D,wp) avec le fibré trivial (2 \ D) x C et le poids strictement psh (grace au |z|?)

$(2) = (2) + (n + s)log |z — @] + |2

et on trouve alors une fonction u sur Q \ D vérifiant du = d(xf) telle que

|ul?e”?%
/Q\D mgp(z) < +o0.

Alors, par construction, F' = xf — u est holomorphe sur 2 \ D et s’étend a ) tout entier : en

effet, il suffit de voir que F' est holomorphe en les variables 21, ..., 2,. On le fait pour z;, en posant

2 = (22,...,2n); en éerivant le développement en série de Laurent F(z1,2') = Y7 a,(2')2).

Comme l'intégrale fQ\D |F|?¢72¢Qp converge, il en est de méme que fQ\D |F|>Qp, et donc par le

|F|?
0,6)~{0} |21]2 log? |21]
Alors, on a grace a la formule de Parseval :

|2 = B
V() =C Y e [
/BC(O,C) ; B(

{0y |21[2log? |21 0,1) log®|z|

théoréme de Fubini, I'intégrale || Be( dV (z1) converge aussi.

|2(n71)
dV(Z1)

et donc nécessairement, on a : Vn < —1,a,(2') = 0, ce qui montre que F(-,2’) se prolonge holo-
morphiquement en 0.



METHODES ANALYTIQUES EN GEOMETRIE COMPLEXE 51

Ainsi, F € H(Q,¢) et aussi, comme ¢ est bornée supérieurement pres de z, f, — F, = u, €
N m?szl, d’out le résultat. O

Remarque 16.

Soit E un fibré en droites sur X muni d’une métrique singuliére h a courbure semi-positive,
et D un diviseur snc sur X tel que hjp % +o00. Si ¢ est le poids (psh) représentant la
métrique h sur un ouvert 2 C X, alors le faisceau AdjOD (¢) est indépendant du choix de
la trivialisation ; il est donc la restriction & Q d’un faisceau cohérent global sur X que nous
noterons indifféremment Adj% (h) = Adj% (). Nous y reviendrons.

Il se trouve que le faisceau Adj% () n’est pas le bon objet & regarder, au sens oul ce n’est pas

Panalogue de l'idéal adjoint algébrique défini dans un cadre trés général dans [Tak07]; en effet,
ces idéaux ne coincident pas lorsque ¢ est a singularités analytiques, et de plus, la suite exacte
fondamentale vérifiée par adjoint algébrique ne 1’est plus par I'idéal que nous avons introduit (on
renvoie & la partie d’exemples et contre-exemples pour plus de précisions).
L’idée est de prendre un régularisé a droite de cet idéal : plus précisément, on sait que sur une
variété complexe X, une suite croissante de faisceaux d’idéaux cohérents est stationnaire sur tout
ouvert relativement compact de X a cause de la cohérence de Ox. Ainsi, pour 2 € X, il existe
0,0 > 0 tel que pour 0 < € < €0, on ait : Adj (1 + €)@) o = AL (1 + €p0)0) 10

Définition 13.8. — Avec les notations précédentes et celles de la définition 13.6, on définit le
faisceau d’idéaux adjoint Adjp(p) par :
Adjp(p) = lim Adjp, (1 + €)).
>0
En termes analytiques, on peut paraphraser la définition en disant que le faisceau d’idéaux
Adjp(¢p) est formé des germes f € Ox., tels que pour € > 0 assez petit, |f[2e=2(1+9¢ soit inté-
grable par rapport a une forme volume D-Poincaré pres de z.

La cohérence d’un faisceau se vérifiant localement, la proposition suivante est donc un corollaire
immédiat de la proposition 13.7 :

Proposition 13.9. — Pour toute fonction psh ¢ sur un ouvert Q@ C X et tout diviseur snc D sur
X, le faisceau Adjp(p) est un faisceau cohérent d’idéauz.

De méme qu’a la remarque 16, on définira pour (E,h) un fibré en droites le faisceau cohérent

Adjp(h) = Adjp ().

13.3. Comparaison des idéaux adjoints algébriques et analytiques. — Nous allons main-
tenant montrer que le faisceau d’idéaux Adjp(p) généralise bien le faisceau d’idéaux adjoint usuel,
au sens ou il coincide avec ce dernier dans le cas ol ¢ est a singularités analytiques, et vérifie aussi
la suite exacte fondamentale d’adjonction. On rappelle donc la définition suivante :

Définition 13.10. — Soit a C Ox un faisceau d’idéaux non nul sur une variété complexe X, ¢ > 0
un nombre réel, et D un diviseur sur X tel que a ne soit pas inclus dans l'idéal .#p de D. On fixe
p: X — X une log-résolution de a telle que a-Og = O (—F) soit tel que F+p'D+Kg )y +Exc(p)
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soit un diviseur & croisements normaux simples. Alors 'idéal adjoint Adj(a®, D) associé & ¢ et a est
défini par :

Adj(a®, D) = .05 (Kz)x — e+ Fl— "D+ D')
oll Kg/x = Kg - p*Kx,[ ] désigne la partie entiére d’un diviseur, et D’ désigne le transformé
strict de D, au sens ou (>_a;D;)' :=>" a;D..

Remarque 17.

Pour obtenir une telle résolution, il suffit de composer une log-résolution (u', X', Ox/(—F"))
de a avec une log-résolution de F’ + p/*D.

D’autre part, on vérifie que le faisceau défini ne dépend pas d’une telle log-résolution.

Alors, on a la suite exacte suivante fondamentale, dite d’adjonction, donnée dans [Laz04], thm
9.5.1:

Théoréme 13.11. — Avec les notations précédentes, et dans le cas ou D = H est une hypersur-
face non singuliére de X, on a la suite exacte :

0 — S(a°) ® Ox(—H) — Adj(a®, H) — 7 ((a)jz) — 0

Il s’agit donc maintenant de vérifier que ces résultats s’étendent bien au cadre analytique avec
le faisceau Adjp(p) (ou Adjm(p)).

On commence donc a étudier le cas ol ¢ est a singularités analytiques :

c
@~ 510g(|f1|2 + e+ |fN|2)

au voisinage des poles. On note a la cloture intégrale de 1'idéal défini pas les f;, fonctions que 1'on
peut choisir générateurs de a. On se donne de plus D = >"Y | D; un diviseur snc sur X.

Alors il existe p : X' — X et des diviseurs E, ..., Ep, tels que p*a = Ox/(F) o F = E;.n:pﬂ a; E;
est tel que F4-u* D+ K x/ ) x +Exc(u) est a croisements normaux, et vérifie pour tout j > p+1,a; > 0
(on posera pour j € {1,...,p},a; =0). De plus, pour i € {1,...,p}, E; désigne le transformé strict
de D; (il est possible de les choisir ainsi car D = > D; est & croisement normaux, donc Y D} aussi.
En résumé, on utilise les notations suivantes :

m
,u*a = Z Clej

Jj=p+1
m
ﬂ*Di = Ei—F Z bi7jEj
Jj=p+1
m
Kx = iKs+3 ek
j=1

On choisit z € X, qu’on prendra égal a 0 dans une carte. Alors, quitte a changer ’entier p -les
notations sont suffisamment compliquées-, on peut supposer que x € Supp(D;1) N --- N Supp(D,).
On choisit alors des générateurs locaux x1,...,z, de Ox(—D1),...,Ox(—D,) respectivement. De
méme, on choisit z; générateur local de Ox (—E}).



METHODES ANALYTIQUES EN GEOMETRIE COMPLEXE 53

Alors, si f est un germe de fonction holomorphe pres de x, défini sur un voisinage U de 0 suffisam-
ment petit, il nous faut calculer ’expression suivante :

2,—2(1+€)p 2 ,—2(14¢€)pop
|f| € :/ |folu’| € |JH|2 dvl
U'=p

v [Th_y [zn|? log® o] ) TTh_y [zn 0 pl?log? | o

Par le théoreme de Parseval, on sait que si une fonction f est telle que 'intégrale de droite
est finie, alors c’est aussi le cas pour chacun des monoémes qui compose f. On se ramene ainsi a
fou=T1I z;lj. Ainsi, l'intégrale de droite vaut, & une constante multiplicative non nulle prés (on
peut supposer que U’ est inclus dans un polydisque D(0, R) avec R < 1) :

ek +di —(14+€)cay,
[ N W
v IThe [I%\Qlog (2l 15 p [21%9) | - TTisp 202
olt l'on a posé, pour k > p, ey = > -, b; . On prolonge cette notation en posant, pour k €

{1,...,p}, ex = 1. L’intégrale précédente se réécrit donc :

| - | 2| 2(extdr—er—(1+e)car) dV
v Ty Yog® (|2l Ty [251%%9)

En posant A\i(€) = 2(ck + dr — ex, — (1 + €)cay) + 1 pour tout 1 < k < m, on se ramene aprés un
changement de variable en polaires a la convergence de I'intégrale sur un voisinage V' de 0 dans R’}
a l'intégrale

m Ak (e
[Ty zkk( :

16 = /V szl logQ(xk Hb;w>0 ;)

dzy...dz,

ou V est inclus dans une boule B(0,r) avec r < 1. On a alors le lemme suivant :

Lemme 13.12. — Il existe 0 < € < € tel que Uintégrale I(€') converge si et seulement si pour tout
ke{l,...,m}, on a M\g(e) > —1.

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire par le critere de Bertrand.
Réciproquement, on suppose que pour tout k, on a Ag(e) > —1. Alors, comme pour tout k > p, on
a a > 0, on aura pour tout 0 < € < e I'inégalité : A\i(¢') > —1. On va alors utiliser I'identité

.’an_l ) e 52 @
/ 27dydgc=/ — dw= —51—“/ dx
10,612 log™(zy) o —log(dz) o logz
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dans le calcul suivant :

’H’L )\k(e')
I(e) = / dzy ...dxy,
Hk 1

10% Tk ku 50%;)

-1 M(E)
1% Hk>p k

ot
[T 1og Tk ku >0xj)
Hk>px

dxrq...dx,,

< C dx 41 dx
h 14 HZ:1 IOg(ku,j>o z;) g "
< oo
ot V' est un voisinage de 0 dans R’ ", O

D’autre part, on sait déja que pour tout k € {1,...,p}, on a Ag(e) = 2(cx +dp — 1) +1 =

2(ek +di) — 1 = —1. Reste a voir la condition pour k > p : elle est équivalente a
cp +dip > ep + [(1 + E)Cak}.

Or, pour tout nombre réel > 0, on a [(1 + €)x] = [z] pour € > 0 assez petit, et plus précisément
pour € < ([z] +1)/x — 1.
Finalement, en mettant ensemble tous ces résultats, on a montré que f € Adjp(p) si et seulement
si pour tout k, on a dy > —(c; — [cag] — ex). En se souvenant que pu*D — D’ = Zk>p exEy, la
condition se réécrit encore : f € M*O;}(K)}/X —[e-F]—=p*D+ D).

Proposition 13.13. — Avec les notations précédentes, et en posant ¢ = clog(|fi| + -+ + |f:])
pour (f1,..., fr) des générateurs de a, on a l’égalité de faisceauz :

Adjp(p) = Adj(a%, D).

Il s’agit maintenant de passer a la suite exacte d’adjonction.
Pour se faire, il nous faut & nouveau introduire, & partir du faisceau d’idéaux multiplicateurs #(¢p),
un nouveau faisceau, déja étudié dans [DELOO] :

Définition 13.14. — Soit X une variété complexe, et ¢ une fonction psh sur X. Alors on définit

=J 71+ o))

>0

Remarque 18.
De méme que pour I'idéal adjoint, pour tout ouvert 2 € X, il existe €, o > 0 tel que pour

0 <e<epq,onait L (p)jo=I((1+e)p)a=I((1+e0)9)a-

Alors, la célebre conjecture d’ouverture formulée dans [DKO01] admet une généralisation naturelle
en terme d’idéaux multiplicateurs régularisés :

Conjecture 13.15 (Conjecture d’ouverture forte). — Soit ¢ une fonction plurisousharmo-
nique sur une variété complexe X, alors on a ’égalité de faisceaux :

Fi () = ).
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Pour établir la suite exacte d’adjonction dans le cadre analytique, on va utiliser de maniere
essentielle la preuve du théoreme d’inversion de ’adjonction, qu’on peut trouver par exemple dans
[DKO1]. Il y a en effet deux difficultés : la premiére est la définition méme de la fleche de droite, qui
correspond a un résultat de restriction ; la seconde est de montrer la surjectivité de cette méme fleche,
qui est une conséquence du difficile théoreme d’Ohsawa-Takegoshi-Manivel, donné au théoréeme 6.4 :

Mais avant de passer a I’énoncé et la preuve de la suite exacte d’adjonction, on donne un lemme
qui nous sera utile & deux reprises :

Lemme 13.16. — Soit Q) un ouvert de C™ relativement compact dans le polydisque unité, @ une

fonction psh sur Q telle que pour tout z € Q, p(2) < =1, f holomorphe sur Q, et a > 0 un réel.
2 —2(14€)
S’il existe € > 0 tel que Uintégrale [, %

!’
grale fQ |f|2e=20+)%qVg converge.
2,-2(14+6)¢

dVq converge, alors il existe € > 0 tel que 'inté-

En particulier, si l’intégrale fQ | dVq converge, alors il en est de méme de fQ, |f|2e*2(1+6/)de9

log? |2 |
pour un certain € > 0 et tout Q' relativement compact dans €.

Démonstration. — On note C' = inf{e*” /x*;x > 1}, ¢’est bien un nombre réel > 0. Alors, I'inégalité
e~ 2(1+e)y

Jo UP(T)adVQ > C [, | f[?e=2(4¢/29qV, montre le premier point.
Quant au deuxiéme, on note A = {z € Q;¢(2) < 1 log|z,|} et B = {z € Q;¢(2) > 7 log|z,|}. Alors

2 72 14+€)p 2 72 (14€)p
RSy g

log? |z 164

et par la premiere partie, ceci implique que [, | f|?e=2( 1+ Ve est finie, pour un certain € > 0.

D’autre part, si en prenant 6 = min(e’, 1), on a I'inégalité valable sur B : —2(1 + §)p < —(1 +
8)/2log|znl, et donc :

_ _ 146
[Pty < ey [ el Ve < 400
BN Q
ce qui conclut la preuve. O
On est maintenant en mesure de prouver le résultat suivant :

Théoréme 13.17 — Soit X une variété complere, H C X une hypersurface lisse, ¢ une fonction
psh sur X, p\g # —oo, telle que e¥ soit localement hélderienne, i : H < X linclusion. Alors la
fleche naturelle de restriction induit la suite exacte :

0 — () @ Ox(—H) — Adju(p) — 15 (p1g) — 0

Démonstration. — Les choses a vérifier sont la définition de la fleche de restriction, sa surjectivité,
et 'exactitude de la suite. On commence naturellement par vérifier que la restriction est licite dans
les espaces considérés. Comme tout est local, on peut supposer que H est I’hyperplan z, = 0 dans
un polydisque X = D(0,7),r < 1 dans C". De plus, changer ¢ en ¢ —C ne change rien aux questions
d’intégrabilité, donc comme ¢ est localement majorée, on peut supposer que ¢ < —1 sur 'ouvert
considéré, afin de se placer dans les hypotheses du lemme 13.16.

On part donc de F' holomorphe non nulle, définie sur un voisinage U de 0, et vérifiant F €
Adjr(0)(U). On écrit alors F(z) = F(2,2,) = (F(¢,2,) — F(2/,0)) + F(2',0). Ainsi, comme
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F est holomorphe, il existe C; > 0 tel que |F(2/,0)]*> < Ci|z,]? + |F(2)|* et donc |F(2)]* >
|F(2',0)]? — C1|zn|*
D’autre part, comme e® est holderienne, il existe o €]0, 1] et Cy > 0 tels que

’ 2 ’
62<p(z) < (egp(z ,0) + CQ|Z7L‘Q> < 03(62<p(z ,0) + |Zn‘2a)

avec C5 = 4max(1, Cs). D’oli, en posant f(z') = F(2/,0), I'inégalité :

F)Pe204990) R 1
|2 |? 1Og2 |2n]| g ° 10g2 |2n| |22 (€20 (=:0) 4 |2, |20 ) 1
Gy ()P
P 108 [zl (2570) 1 [z e
c;tey

_log2 |20 | (€20(/:0) 4 |z, |200) 1+

On suppose que U = U’ x D(0,r,) (on peut toujours s’y ramener en restreignant U), et on intégre
partiellement par rapport & la derniére variable sur une famille de disques |z, | < p(2') avec p(z') =
se(1+9a™"¢(=".0) avec § > 0 suffisamment petit pour que p(z’) < 7, pour tout 2z’ € U’. Il est possible
de trouver un tel § car ¢ est localement majorée, donc au besoin, on peut restreindre U.

Le terme tout & droite dans l'inégalité précédente est facile & intégrer partiellement, car log? |2n| =
log?r > 0, 2, étant de module < r <1 :

/ e
2 <p(z) 1087 |20 |(€20(20) 4 |z, |2) 1

terme qui est borné car a < 1 et ¢ est majorée.

AV (2,) < Cy8%e(a—20+99(=0)

Quant au terme restant, on écrit :

/ 4V () e il 4 CY
‘ ‘Zn‘<p(z/)

nl<p(zr) |22 10g? |2, |(€20(210) 4 |z, |20 ) 1 2|2 log? ||

(z")
066*2(1+6)<P(Z',0) /p dt
0 tlog2 t

WV

e~ 2(1+9(",0)
log p(2')

Alors, on écrit log p(z') = log d+(1+€)atp(2,0), et on obtient le résultat souhaité grace au lemme

= _CG

13.16 (on aurait pu, au lieu d’intégrer, minorer directement (|z, |2 log? |z,,|)~* par (p(2')? log? p(2'))~1).
Pour la surjectivité, il s’agit du théoreme d’Ohsawa-Takegoshi énoncé précédemment, appliqué au
poids (1 + €)¢.

Enfin, pour lexactitude de la suite, si f € Adjg(¢) s’annule sur H N U, alors on peut écrire
localement f = g - z, ou g est holomorphe et vérifie sur un ouvert U’ C U :

2,—2(1+¢€)p
/ W92 4y < oo
! log |Zn|

et en utilisant le lemme 13.16, on conclut que g € % (¢)(U’), ce qu’il fallait montrer. O



METHODES ANALYTIQUES EN GEOMETRIE COMPLEXE 57

Remarque 19.
Dans le cas ou la fonction ¢ n’est pas holderienne psh, la fleche de restriction n’est pas
toujours bien définie : sur le polydisque de rayon % de C?, on choisit f = 1 et (21, 22) =

max(—Alog(—log|z1]),log|z2]) avec 0 < A < % C’est bien une fonction psh car —log(—zx)
e—20(2)

est convexe croissante sur | — 0o, 0[. On a alors ¢(z) > —Alog(—log |z1]) donc e o] S

W qui est intégrable sur le polydisque. En revanche, sur 'hyperplan z; = 0,
z1|?|log |21
e72¢(2) = |z5|2 n’est pas intégrable.

Remarque 20.

Dans le cas ol ¢ est & singularités analytiques, on sait que .Z (@) = H(p), et que Adjm(¢)
coincide avec l'idéal adjoint algébrique. De plus, il est clair que ¢ est holderienne psh, et
ainsi, le théoréme 13.17 généralise bien la suite exacte d’adjonction algébrique figurant dans
[Laz04].

Définition 13.18. — Soit X une variété complexe, et H une hypersurface de X. On se donne une
fonction quasi-psh ¢ non identiquement —oo sur H, T un courant positif de bidegré (1,1) sur X
bien défini sur H, et h une métrique hermitienne singuliere d’un certain fibré en droites holomorphe,
vérifiant hjg #Z +o0. Alors on définit :

e Si localement, ¢ = ¢ + f avec ¢ psh et f lisse, alors on pose Adju(p) := Adjy (%), qui est
bien défini globalement ;

e Silocalement T'= S+ dd°p ou S est lisse, et donc ¢ quasi-psh, on pose Adjy (T) := Adjg (p),
qui est bien défini globalement ;

e Si la métrique h a un courant de courbure ©j, semi-positif, on pose Adjy(h) := Adjy(O).

On peut bien str faire de méme avec les idéaux multiplicateurs a la place des idéaux adjoints.
A partir de la suite exacte d’adjonction et du théoreme de Nadel, on peut donner un résultat global
de prolongement, c’est I'objet du corollaire suivant :

Corollaire 13.19. — Soit (X,w) une variété kihlerienne faiblement pseudoconvexe, H C X une
hypersurface lisse, (E,h) un fibré en droites holomorphe hermitien muni d’une métrique singuliére
h, hjg # +o0, de courant de courbure a potentiels locauz o hélderiens psh, et telle qu’il existe une
fonction continue n > 0 vérifiant i00p = nw.

Alors, pour toute toute section s € H'(H, Oy (Ky + Er) @ 4 (hjy)) s’étend en une section § €
H(X,Ox(Kx + H+ E)® Adjy(h)).

Démonstration. — En tensorisant la suite exacte d’adjonction par Kx + F + H, on obtient :

0 — S (h)®0x(Kx+E) — Adjy(h) @ Ox(Kx+FE+H) — Z'*f_;,_(h‘H)@OH(KH%—EH) — 0
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Mais par le théoréme de Nadel, on sait que, si T" est la courbure de Chern de (E,h) :

HYX,0x(Kx +E)®7,(h)) = HYX,0x(Kx +E)®.7,(T))
= H'(X,0x(Kx+E)® lim (1 + €)T))
e>0
= Hl(X,lig(OX(KX+E)®f((1+e)T)))
e>0

= lim H'(X,0x(Kx + E) @ 7((1 +€)T))
e>0
=0

En effet, on peut choisir une métrique lisse ho, sur E, de courbure lisse T, et alors A1 T¢®h € est une
métrique sur E de courant de courbure (1+¢)T —€T,,. Or, pour tout € > 0, #(h* T @ h ) = 7((1+
)T —eTw) = ((14¢€)T), et par lissité de T, il existe €5 > 0 tel que pour tout 0 < € < €4, On ait
(14€)T—€Ts > #w. Donc le théoréme de Nadel garantit que H* (X, Ox (Kx +E)@((14€)T)) =0
pour 0 < € < €. Le reste s’ensuit par définition des limites inductives.

L’opération de restriction induit donc une surjection :

HY(X,0x(Kx + E+H)® Adjy(h)) — H°(H,Oy(Kg + Eg) ® Z (i)

ce qu’il fallait montrer. O

L’approche utilisée pour montrer ce résultat, qui utilise de maniere essentielle la version locale
du théoreme de Manivel, est peut-étre la plus naturelle pour obtenir la version globale du théoréme
de Manivel [Dem01]. Cependant, le résultat que nous obtenons ainsi est une version assez affaiblie
du théoreme de Manivel au sens ou elle est qualitative (on n’a plus de contrdle sur la les normes
L?), et n’est valable que pour des courants assez réguliers (2 potentiels holderiens psh).

13.4. Retour au faisceau Adj%(p). — Dans cette partie, on va montrer pourquoi le choix ini-
tial de Adj% () n’est pas judicieux, puis donner les résultats qui restent vrais avec ce faisceau.

Pour ce faire, on va utiliser une classe de fonctions psh algébriques :

Proposition 13.20. — Soit ¢ = Elog(3°7_, |2i[>*), avec «; des réels strictement positifs, de
méme que k, et H Uhyperplan {21 = 0}. Alors le germe en 0 de Adj% (o) est monomial, engendré
par les 2° vérifiant Uune des deux conditions suivantes :

; Bi+1 1

(i) P >k L et B> 0.

Démonstration. — Le fait que 'idéal soit monomial est bien classique, on peut par exemple dire
qu’on est dans le cas radial pour lequel ce fait est connu.

On va noter N = > ﬁa—fl

Quant au calcul de 'idéal, il se ramene, apres changement de variables polaire, puis radial, a I’étude
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de la convergence, pour U C D(0,6), 6 < 1 (resp. V') voisinage de 0 dans C" (resp. R’}) de I'intégrale

n 206;+1
/ Hz 1|Z2|2 de(C" _ C/ Hz 1 iB de]R"
U 212 log? 2] (07 [2if?) v rtlogry (X1, ™)
2(N—k—1/a1)=1 T  ,2Bi+1)/ci—1
= C”/ / B £2( / ;)/al Hz;l U du dt
t=0 Jues? uy’ "t log® (tuy)

ou ST ={(21,...,2n) ERT;2} + -+ 22 =1}
Pour simplifier le calcul, on introduit les notations suivantes : r = 2(N — k — 1/a1) — 1, Ay =

261/a1—1, et pouri > 2, \; = 2(8;+1)/a; —1. On a donc tOllJOlll“S A > —1,etpouri > 2, \; > —1.

Il faut donc étudier l'intégrale :

n Ai
I(r,)\) / / Ly g
t=0 Jues7 ! log (tuy)

1

On a bien str la condition nécessaire de convergence r > —1, équivalente a N > k + -

e Supposons qu’on ait r > —1. Alors l’intégrale est majorée par

i
/ / Pllizo W gt
t=0 Juelo,1]n U1 log (tul)

et en intégrant par rapport u;, cette derniere intégrale est égale :

5 Xi
tT 7
/ Mdu dt < 400
0 Juep,n-1 —logt

e Supposons maintenant r > —1 et A; > 0. Alors l’intégrale I(r,\) est majorée par

>\i
/ / Y === dudt
t=0 Jueo,1]n thg tu1)

n )\i
/ Hi:iluidu dt < 400
uelo,1]m — log(du1)

qui vaut encore

e Supposons maintenant réciproquement que I(r, A) soit finie. On a donc r > —1, et il reste donc

seulement & montrer que si 7 = —1, alors nécessairement A; > —1. Or, on a ’égalité

n i
I(—l,A):/ Al g,
wesn—1 —log(dus)

Or, en fixant € = v/3/2v/n — 1,siu = (uy,...,u,) € Sﬁ71 vérifieu; € [0, €] et ug, ..., un—1 € [€/2, ¢,

alors x,, > 1/2. En effet, 22 > 1 — (n — 1)e? = 1/4.
Ainsi, on a la minoration :

I(— / / / 2 A iy v du1 “duy—y
u1=0Jus= 6/2 Up—1=€/2 log(éul)
)\

1
> C B N
u1=0 — log(ul) '
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ou C est une constante > 0. Or, l'intégrale de droite converge si et seulement A\; > —1, ce qui
conclut la preuve de la proposition. O

On sait qu’on a toujours linclusion Adjy () C Adj%(p) . Alors, grace a la proposition 13.20,
on peut montrer le résultat suivant :

Corollaire 13.21. — Il existe ¢ psh sur le polydisque unité de C2, a singularités algébriques, telle
qu’on ait Uinclusion stricte Adju (o) G Adj%(p).
En particulier, en notant a l'idéal associé a p, on a en général Adj% (p) # Adj(a, H).

Démonstration. — On note D le polydisque unité, et on prend ¢(z) = 3log(|z1]> + |22]?) et f(2) =
2323. On est dans le cas (ii) de la proposition 13.20, avec égalité dans la premiere inégalité large,

2_—2 2
donc on a [}, |zm ¢~ _dV < +oo mais pour tout € > 0, In Im%e”(l“”’d‘/ = +00.

112 log? [21] log? |21
O
Pour finir, nous aimerions donner quelques résultats concernant I'idéal Adj% (¢).
Le résultat crucial est le lemme suivant, dont les hypotheses sont tres restrictives :
Lemme 13.22. — Soit ¢ une fonction psh a singularités analytiques ou radiale sur une boule

B C C™ centrée en 0, p < C <0 sur B, et enfin f une fonction holomorphe sur B. Si l'intégrale

—2¢
/ [
B "2

[ 1rpezeav.
B

Démonstration. — On commence par le cas ou ¢ est a singularités analytiques. Avec les notations
de cette partie, ’hypotheése d’intégrabilité se réécrit :
II |Zj|2(c1'+dj—aj)

v log([T1z1%)
puis en faisant un changement de variable polaire, le critere de Bertrand montre que

/ H |2;]2(€Hdi=e) gV’ < oo,

converge, alors il en est de méme pour

dV' < 400,

ce qu’il fallait montrer.

Passons au cas radial en raisonnant par l’absurde. Avec les notations de 'inégalité (10.1) de la
preuve de la proposition 10.2, comme g est concave et croissante en la premiere variable, on a
9(x,+) = Oz too(x) (on peut méme dire plus précisément que soit g(z,-) tend vers 0 en 400, soit
est équivalente & lx avec | # 0), donc si F' désigne l'intégrande dans 'inégalité (10.1), on sait que

F > 1 et donc, pour un A > 0,
+oo +oo
F(t,- dt
/ ¢, )dt > C’/ — =400
logr g(tv) A 3
et en particulier, I'intégrale [ |f|?e=2% /¢ diverge. O
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En notant .7 () le faisceau d’idéaux analogue au faisceau d’idéaux multiplicateurs ot la condition

2 -2
d’intégrabilité locale porte sur ‘{lgi \sr , on dispose alors du résultat suivant :
Théoréme 13.23. — Soit ¢ une fonction holderienne psh qui soit a singularités analytiques ou

localement radiale, et i : H — X Uinclusion. Alors la fleche naturelle de restriction induit la suite
exacte :

—_~—

0 — F(¢) ® Ox(~H) — Adjp () — ixI (pyr) — 0

Remarque 21.

En particulier, sous ces hypotheses, .#(y) est un faisceau d’idéaux cohérent.

Démonstration. — La preuve est tres semblable a celle de la suite exacte d’adjonction. La seule
différence ici va étre au niveau de la fleche de restriction, qui n’est a priori pas bien définie.
On prend donc F € Adj%(p), et comme précédemment, on a l'inégalité :

|F(2)[2e=2¢(2) 1 [F()? 1
|2n|? 10g2 | 2n] - ? 10g2 |2n | ‘zn|2(62¢(z',0) + |zn]?*)
CUf)P ciey

|2 [2 108% [z (€29"0) 4 |2, 20)  log® |2, |(€2¢(2"0) + |, [2)

De méme, on suppose que U = U’ x D(0,r,) et on intégre partiellement par rapport & la derniere
variable sur une famille de disques |z,| < p(2’) avec p(z’) = ce® (0 avec ¢ > 0 suffisamment
petit pour que p(z’) < r, pour tout 2’ € U’.
Le terme tout & droite dans I'inégalité précédente est facile & intégrer partiellement, car log? |2n| =
1og2 r >0, z, étant de module <r < 1:

I T
jzul<p(z) 1087 |2 | (€206 0) 4 |2, |22)

terme qui est borné car a < 1 et ¢ est majorée. En revanche, on ne peut pas minorer par une

V(zn) < Cye2ela—2e(=0)

constante le dernier terme de 'inégalité, il faut étre plus précis. Pour cela, on écrit :

AV (zy) e~ 2004V (z,)
21002 20(2/,0 2 >z Cs 27002
[2n|<p(2") |2n|?log™ |zn|(e ¢(=,0) 4 |2n]2) [2n|<p(2") |2n|? log™ | 2|
(z")
> Cpem200) / re_d
0 tloth
672L,0(Z/,0)

e A
®log p(2)

Alors, on éerit log p(2') = loge+a~tp(2,0), et on obtient le résultat souhaité en utilisant le lemme

13.22.

Remarque 22.
Ainsi, si on savait démontrer le lemme 13.22 sous ’hypothese générale ¢ hélderienne psh,
on aurait en toute généralité une suite exacte d’adjonction tordue pour Adj%(go).
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Conclusion : le point de vue valuatif

Finalement, pour étudier les singularités des fonctions psh, on a eu recours au début a des
log-résolutions (dans le cas & singularités analytiques), puis on a introduit des objets (idéaux mul-
tiplicateurs, idéaux adjoints) qui « lisent » les singularités directement sur la variété grace a I'outil
intégral.

En géométrie algébrique, un tel outil n’est pas disponible, mais les notions d’idéaux multipli-
cateurs ou d’idéaux adjoints existent bien; leurs définitions passent toutes par des log-résolutions.
Par exemple, si a est un idéal, et ¢ > 0, alors on choisit une log-résolution ()Z',u, Ox(—F)) de a,
et on pose #(a¢) = /‘*O)?(K)?/X — [e- F]), idéal sur Ox qui ne dépend pas de la log-résolution u.
En fait, un peu cachée sous des formes compliquées, 'idée sous-jacente est tres simple : on veut
comprendre des comportements singuliers de fonctions, ou en changeant de point de vue des ordres
d’annulation (penser aux nombres de Lelong par exemple). On se ramene alors birationnellement &
une situation simple faisant intervenir seulement le faisceau structural des fonctions holomorphes;
il ne reste plus qu’a calculer ensuite les valuations divisorielles des fonctions en question.

Peut-étre peut on faire une petite pause ici, et expliquer plus précisément ce que l'on entend
par valuation divisorielle. Tout d’abord, une situation bien connue est celle d’une variété normale
(localement Q-factorielle si 'on veut se simplifier la vie avec les (Q-) diviseurs de Cartier et de
Weil) : si E est un diviseur premier (une hypersurface intégre en bref), alors, comme X est réguliére
en codimension 1, 'anneau Oy, au point générique 1 de E est un anneau de valuation discrete,
muni d’une valuation qui s’étant & K (X) le corps de fonctions de X. On note cette valuation ordg.
L’avantage de cette valuation est que c’est un outil tres souple : il ne dépend que d’un voisinage
du point générique de F, et ainsi, si X7, Xo sont deux modeles birationnels de X, avec F; divi-
seur premier de X;, alors on a égalité ordg, = ordg, des valuations sur K(X) si et seulement s’il
existe une application birationnelle 1 : Y7 --+ Y5 qui soit un isomorphisme entre des voisinages
des points génériques de E; et Es. Alors, par simplicité, on réferera a la valuation ordg pour F
un certain diviseur dans un certain modele birationnel de X ; pas plus de précisions ne sont néces-
saires comme on vient de le voir! Pour finir, si a est un idéal engendré par (fi,..., fr), on notera
ordg(a) = min; ordg (f;).

Revenons & nos moutons (valuatifs). En réalité, le point de vue valuatif s’étend trés bien au cadre
psh général (et plus seulement aux fonctions psh & singularités analytiques) grace (entre autres)
aux nombres de Lelong généralisés d’une fonction psh le long (sic) des diviseurs de toutes les mo-
difications projectives possibles (au dessus d’un seul point, disons 0). Alors cette derniére donnée
(voir [BFJ08] pour la théorie générale) caractérise la singularité de la fonction psh en 0. Nous ne
voulons pas rentrer dans les détails, donc pour la suite, on va se limiter au cadre des singularités
analytiques, mais il est important de garder en téte que ce point de vue est un point de vue général,
voire le bon point de vue.
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Comme nous le disions au début de la partie II, le point de vue naif qui semble le plus simple
est le point de vue L : on cherche les fonctions f telles que fe™¥ est bornée, ou encore telles que
log |f] < ¢ + O(1) (¢ est moins singuliere que log |f|). Souvenons-nous que nous avons choisi de
nous restreindre aux fonctions ¢ a singularités analytiques, et les questions étant locales, on peut
supposer que ¢ = clog > |fi|; on note a 'idéal engendré par les (f;). Alors il est facile de voir que

L>%(a®) = {ordg(f) > cordg(a); VE}

Malheureusement, cet objet simple (d’apparence) n’est pas adapté a la géométrie complexe. On
se tourne donc vers les méthodes L?, et par le théoréme 8.9 un peu adapté (il faut rajouter une
fonction holomorphe devant le e~%?), I'idéal multiplicateur est donné par

L£%(a%) = {ordg(f) = cordg(a) — ap(X); VE}

ol ap(X) est la discrépance de F par rapport & X ; ie pour tout morphisme birationnel p : X 5 X
(avec X normale), K %/x = Y- pap(X)E; on peut aussi interpréter la discrépance en termes du
jacobien J,.

Pour finir, on peut encore interpréter I'idéal adjoint (analytique) en termes valuatifs : si on choisit
H une hypersurface integre de X sur laquelle ¢ n’est pas identiquement —oo, alors I'idéal adjoint
est donné de méme que 'idéal multiplicateur £2 en rajoutant une condition d’annulation le long
des diviseurs croisant 'hypersurface. En termes précis :

L24i(a%) = {ordp(f) > cordg(a) — ap(X) 4+ ordgH; VE # H}

ou ordg H peut étre vu en prenant un voisinage du point générique de E sur lequel H est donnée
par une équation fi € K(X), et en évaluant ordg(fm).

En conclusion, tous les objets introduits en termes d’intégrales ont des interprétations valuatives
unificatrices, suggérant que ce dernier point de vue est efficace pour comprendre les singularités des
fonctions psh.



64 HENRI GUENANCIA

PARTIE V
SEMI-CONTINUITE DE L’EXPOSANT DE SINGULARITE COMPLEXE

Dans cette partie, nous allons aborder la preuve du théoréme fondamental 8.11. La stratégie de
preuve est la suivante : on commence par traiter le cas a singularités analytiques grace a des estimées
de volume données par des log-résolutions, tout en gardant a I’esprit que ’on ne pourra pas obtenir
la version effective par ces méthodes. Il faudra donc ensuite reprendre ces résultats en s’appuyant
de maniere essentielle sur le théoreme d’Ohsawa-Takegoshi combiné au théoreme de Demailly sur
I'approximation des fonctions psh par des fonctions psh & singularités analytiques.

14. Sous-additivité de I’exposant de singularité holomorphe

L’objectif de cette section est de démontrer le théoreme 14.2 qui est une étape cruciale dans
la démonstration du théoreme de semi-continuité de ’exposant de singularité holomorphe, car il
permet de donner un contréle uniforme sur une fonction holomorphe par sa série de Taylor tronquée.
Nous avons développé tous les outils dont nous avons besoin pour passer a la preuve, il reste donc
a les mettre en place, et c’est I'objet de la proposition suivante :

Proposition 14.1. — Soient X,Y deux variétés complezes de dimensions respectives n,m, soient
S C Ox, g C Oy des faisceaux cohérents d’idéauz, et K C X,L C Y deur compacts. On définit
IS J =priI+prs f C Oxxy. Alors

ckxL (I D J) = cx(F) + cL( ).

Démonstration. — Comme d’habitude, on se rameéne & K = {z} et L = {y}, et comme tout le
probléme est local, on peut supposer X C C* Y C C™ et (x,y) = (0,0). Alors, on pose g =
(g91,---,9p) (xresp. h = (h1,..., hy)) des systémes de générateurs de & (resp. #) sur un voisinage de

0. On définit ensuite
p=1log> lgil, ¢ =1log»_ |hjl.
Alors .# @ ¢ est engendré par le (p + g)-uplet de fonctions
gD h = (91(35), s agp(x)7 hl(y)7 R hq(y))

et la fonction psh associée est ®(x,y) = log (3" |g:(x)| + > |h;(y)]), qui a le méme comportement
aux poles que ®'(x,y) = max(p(z),¥(y)). Plus précisément, on a

' (x,y) < (z,y) < P'(z,y) + log 2.

Alors, si U,V sont de voisinages suffisamment petits de 0, on peut écrire (une fois des métriques
hermitiennes fixées sur X et ) :

pu xv ({max(p(z), ¥ (y)) <logr}) = pu({p <logr}) - uy({y <logr}),

et donc le théoreme 8.9 nous donne la double inégalité :

Ot < ey ({max(p(x), ¥ (y)) < logr}) < Cor® )| log p|m+m >
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avec ¢ = ¢o(p) = co(F) et ¢ = co(¢) = ¢o(F). Alors, en utilisant la caractérisation de I’exposant
de singularité complexe donnée a la proposition 8.2, on obtient immédiatement :

c,0)I D7) =c+c =)+ co( f).

O
Voila maintenant le principal résultat de cette partie :
Théoréme 14.2. — Soient f, g des fonctions holomorphes sur une variété complexe X . Alors pour
tout x € X, on a
cx(f+9) < eu(f) +calg)
Plus généralement, si I et 7 sont des faisceauz cohérents d’idéauz, alors
eI+ 7)< o) + ca(F).
Remarque 23.
On a aussi un tel résultat de sous-additivité pour la multiplicité d’Arnold, mais la preuve
consiste seulement en une réécriture de 'inégalité de Holder, alors que le théoreme précédent
est vraiment un résultat profond.
Démonstration. — On note A la diagonale de X x X. Alors, #4_# peut étre vu comme la restriction
a A def®_¢. Combinant les propositions 13.1 et 14.1, on obtient :
I+ ) = (50 P)a) < oD ) = &) + )
Comme (f +g) C (f) + (g9), on a aussi
cx(f+9) < e((f) +(9) < calf) + ca(9)-
[

Remarque 24.

Le théoréme de sous-additivité n’est vrai que dans le cas particulier ou le compact K est un
point. En effet, si on prend X = C, K = {0,1}, f(2) = 2z,9(2) = 1 — 2, alors cx (f + g) = +o0
alors que ¢k (f) = ck(g) =1.

15. Semi-continuité dans le cas holomorphe

Dans 'approche du théoréme de semi-continuité pour le cadre holomorphe présentée dans [DK01],
un des points importants est de commencer & obtenir le résultat dans le cadre d’une famille a un
parametre dans CP. Il s’agit de la proposition suivante :

Proposition 15.1. — Soient Q@ C C™ et S C CP des ouverts pseudoconvezes bornés. Soit p(x, s)
une fonction hoélderienne psh sur Q x S et soit K C Q) un compact. Alors

(1) s cx(p(e,s)) est semi-continue pour la topologie usuelle sur S ;
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(i7) Sisg €S et c<ci(p(e,s0)), alors il existe un voisinage U de K et une borne uniforme
[ e avie) < we)
U
pour s dans un voisinage de Sq.

Démonstration. — La preuve s’appuie de maniére essentielle (et astucieuse!) sur le théoréme d’Ohsawa-
Takegoshi. On va détailler le cas (ii), duquel découle immédiatement le point (i).

Pour commencer, le probleme étant de nature locale, on peut restreindre les ouverts €2,.5 de telle
sorte a ce que e¥ soit holderienne d’exposant « sur 'ouvert 2x S, et que I'intégrale fQ e‘2c§a(x’s)dV(a:)
soit convergente.

On fixe un entier k, et on définit

Ur.s(2,t) = 2cp(x, s + (kt)*(s9 — 5)) surQ x D,

oit D C C est le disque unité, et s € Vj, := Bg(so, k~*d(sg,09)).

Comme ¥y, s(z, 1/k) = 2cp(x, s0), le théoreme d’Ohsawa-Takegoshi appliqué aux domaines bornés
Q x {%} C Q x D donne l'existence des fonctions holomorphes Fj, s sur Q x D pour s € Vj, telles
que Fj s(x,1/k) =1 et

(15.1) / | P, ) Pe P50 QY (2)dV (1) < C
QxD

avec C'1 > 0 constante indépendante de k et de s € V.

Comme les restrictions faites au début impliquent que ¢ est majorée, il en est donc de méme de
la famille (Yg,s),s)ew, ot W = {(k,s) € N* x S;5 € V}. Alors l'inégalité précédente montre que
la famille (Fy,s)k,s)ew est bornée au sens L2, donc c’est une famille normale. Quitte & prendre un

ouvert relativement compact de £ x D, on peut supposer que (Fy ;) s)ew est bornée. Alors, par

USRI OF,s
les inégalités de Cauchy, |Fy s(u) — Fy s(v)| < sup; g ‘ gg ‘ llu —v|| < C||Fgs||L=@xp)llu — ],

donc la famille (Fy s)x,s)ew est équicontinue.
Ainsi, il existe € > 0 tel que pour tous z,z’ € Q et tous t,t' € D, on ait

(H(xlvt/) - ($>t)‘| < 6) = V(]@S) ew, |Fk78<xl>t/> - Fk,S(x’t” <

DN =

En appliquant ceci & t’ = 1/k pour k > ¢, alors on a pour tout (z,t) € Qx D(0,¢), |Fg s(z,t)| > 1/2.

Alors, dans l'intégrale (15.1) restreinte a € x D(0,¢), on réalise le changement de variables ¢t =

kE~171/% de jacobien k_4|7'|_2(1_1/k), ce qui nous donne l'inégalité, pour k > e~ !,

/ e—2c<p(:c,s+7'(s()—s)) ( ) ( ) 40
dV (x)dV (1) < 4k*C;.
QxD(0,(ke)*) |7[22=1/R)

D’autre part, le caractere holderien de e¥ montre qu’on a 'inégalité
ega(x,s+7—(so—s)) < eap(m,s) + C|T‘a|80 _ S‘Q < Cl(egp(r,s) + |T|a)’
et alors I'inégalité classique (z + y)? < 28(2? + 4%) pour z,y positifs donne

62c<p(:r,s+'r(sofs)) < 02(e2cga(x,s) + |T|2ca)'
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Ainsi, comme ke > 1, on a l'inégalité :

1
/QxD (e2c0(@5) 1 [7[200)[r|2(1=17k) dV(z)dV (1) < Cs(k).

A ce stade, on restreint I'intégration & une famille de disques |7| < e el@s) (avec § suffisamment
petit pour s’assurer que le rayon en question est plus petit que 1; le choix d’un tel § étant possible
car o est majorée) afin d’obtenir

/ e 272 @9) gy () < Cy(k),
Q
ce qui permet de conclure en prenant k arbitrairement grand, et s € V. O

Munis du résultat précédent, il nous suffit de réunir toutes les pieces élaborées dans les parties
antérieures pour obtenir le théoréeme de semi-continuité dans le cas holomorphe.

Théoréme 15.2. — Soit X une variété complexe et K C X un compact. Alors f — ci(f) est
semi-continue inférieurement sur Ox (X) pour la topologie de la convergence uniforme sur les com-
pacts. Plus précisément, pour toute fonction non nulle f, pour tout compact L contenant K dans
son intérieur et tout € > 0, il existe un nombre 6 = 6(f, e, K, L) tel que :

sup lg— fl <0 = ck(g) = cx(f) —e

Démonstration. — La premiere étape est de montrer que ’on peut supposer que K est un point.
Pour cela, on suppose que le résultat du théoreme est faux. Alors cela signifie qu’il existe une suite de
fonctions holomorphes f; € Ox(X) convergeant uniformément sur L et tels que cx (f;) < cx(f) —e.
Alors, on sait par la proposition 8.3 qu’il existe une suite de points (a;) de K tels que cq, (fi) <
¢k (f) — e. Par compacité de K, on peut supposer que (a;) converge vers a € K. On choisit ensuite
une carte locale en a, et on considere les fonctions F; définies (pour ¢ assez grand) sur une petite
boule B(a,r) C L par Fi(z) = f;(z + a; — a).

Alors, F; converge vers f sur B(a,r) car pour i assez grand,

[Fi(z) = f(o)| < |fi(z + ai —a) = fx 4+ a;i —a)| + [f(z + a; — a) — f(2)|
quantité qui tend vers 0 si |a; — a| tend vers 0. Alors

ca(Fy) = ¢, (fi) S ek (f) —e<calf) — €

et on s’est ramené au cas ou K est un point, qu’on notera 0 quitte a prendre une carte.

Maintenant, on va opérer une seconde réduction pour se ramener au cas de polyndémes de degrés
bornés et utiliser ensuite la sous-additivité de 'exposant holomorphe. On note, pour une fonction
holomorphe f, pr sa partie de degré < k dans son développement de Taylor. Par la propriété
de sous-additivité vue au théoreme 14.2 appliquée & f — py et pr (resp. & pr, — f et f), on a
lco(f) —co(pr)| < co(f —pi). D’autre part, comme | f(z) —pp(2)| = O(|z|**1), et que |2F+1|~2¢
pas intégrable en 0 dés que ¢ = n/(k + 1), on en déduit que

lco(f) — co(pr)| <

n’est

_n
E+1
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On choisit maintenant (f;) une suite de fonctions holomorphes qui converge uniformément vers f
sur un voisinage U de 0 donné. Alors, par convergence des dérivées en 0, on sait que les troncatures
pi,k convergent toutes vers py dans l'espace Clz1,. .., 2z,]r (de dimension finie) des polynémes de
degré total inférieur ou égal a k. Pour pouvoir appliquer la proposition 15.1, il nous faut changer un
peu notre point de vue en considérant un polynéme P comme fonction de ses coefficients s = (s,) :

P(z,s) = Z Saz® € Clz1, ..., Zn)k-
|| <K

On peut donc appliquer la proposition 15.1 en prenant pour S = Si une boule contenant I’espace
des coefficients possibles (on peut prendre la boule bornée grace a la convergence des p; i vers p).
Alors on obtient la semi-continuité inférieure de s € S — ¢o(P(e, s)), qui implique en particulier :

co(pi) > colpe) = 5 pouri > i(k,c),
et ainsi, on obtient :
c(f) = (colf) = colpr)) + (co(pr) — co(pik)) + (co(pik) — co(fi)) + co(fi)
< @l + st
co(fi) +e€
pour k > 4n/e. O

A

16. Semi-continuité de ’exposant de singularité psh

Méme si le résultat suivant ne nous servira pas pour démontrer le théoreme de semi-continuité
général, remarquons que les estimées de volumes vues au théoreme 8.9, qui nous ont servi de maniere
fondamentale pour établir la propriété de sous-additivité, se généralisent presque, et sans véritable
difficulté, a 'aide du théoreme d’approximation de Demailly :

Proposition 16.1. — Soient p € (X), v € (Y) des fonctions psh sur des variétés complezes X, Y,
et K C X, L CY des compacts. Alors :

(i) Pour tous nombres réels ¢/, ¢ strictement positifs avec ¢’ > cx () > ¢ et tout voisinage U
de K suffisamment petit, alors on a l’estimée :

¥ < wu({p <logr}) < Cor®” | Vr <
pour un g > 0 et C1 = C1(c’),Co = C2(") ;
(11) crxr(max(p(z),¥(y)) < cx (@) +cn(¥);
(#i1) S1 X =Y, alors ¢ (max(p,¥)) < cx(@) + cu (V).

Démonstration. — Pour le premier point, on commence par remarquer que l’estimée supérieure est
claire par I'inégalité, pour U D K suffisamment petit :
/ e 2"PqV > / 22V = r 2"y ({p < logr}).
U Un{e<logr}
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Pour 'autre inégalité, on utilise les approximants 1, de ¢ donnés par le théoreme de Demailly 11.4,
auxquels on applique les estimées du théoreme 8.9 (en effet, 1, est bien & singularités analytiques
comme on l’a vu au cours de la démonstration du théoréme 11.4). On obtient :

MU({"/’m < log 7“}) > Cl,mT_QCK(wm)~

D’autre part, on sait qu’on a l'inégalité ¢ < 9, + Ca,, avec Ca ,, tendant vers 0 quand m tend
vers l'infini. Des lors,

pr ({¥m < log(re=“2m)})
03 m szcK (wm)

pu({e <logr}) =
Z

ce qui conclut car on sait que ck (¢,,) converge vers cx ().
Pour les autres points, ils dérivent du premier par les mémes arguments que dans le cas holomorphe.
O

La proposition suivante, une remarque technique importante pour la suite, montre que dans le
cas holomorphe, le calcul de Pexposant de singularité d’un idéal (suffisamment singulier) se rameéne
a celui d’un sous-idéal principal :

Proposition 16.2. — Soient g1, ..., g, des fonctions holomorphes définies sur un ouvert Q C C",
et soit x dans la variété des zéros de l'idéal engendré par les g;. Alors
cz(a1gr + -+ apgy) < minfea (g1, .., 9p), 1}

pour tous les coefficients (a1, ...,ap) € CP. De plus, Uinégalité a lieu pour tous les (aq,...,ap)
dans le complémentaire d’un ensemble de mesure nulle dans CP. En particulier, si ¥ est un idéal
arbitraire et c,(F) < 1, alors il existe un idéal principal (f) C 7 tel que c(f) = cx(F).

Démonstration. — D’apres 'exemple 8.5, I'inégalité ¢, (a1 g1 +- - - +apgp) < 1 est évidente. D’autre
part, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a aussi :

—c —c
jargs + - apgp 7> (P layl?) (X 19s2)

ce qui acheve de montrer I'inégalité recherchée.
On fixe maintenant ¢ < min{c;(g1,...,6p),1}. Si w € CP est un vecteur, on dispose de l'identité :

/ - |- w| " do () = AcJw| 7%,

ou do est la mesure euclidienne de la sphere, et ou A, est une constante, finie car ¢ < 1. Pour le
voir, on remarque que la quantité |w|? f\alzl |- w|72¢do () est invariante par rotations (grace a
Pinvariance de do sous SO(2p, R)) et par homothéties, donc ne dépend pas de w. Pour la convergence
de l'intégrale, on peut donc supposer que w = e; est le premier vecteur d’une base orthonormée de

CP. Alors
/ - w|~2do(a) < / |24V (a)
lal=1 Dcp (0,1)

< C |z|2¢dV (2)
Dc(0,1)
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Alors il existe un voisinage U, de x sur lequel intégrer I'inégalité précédente donne :
—c
/ da(a)/ l01g1(2) + - + apgp(2)|"2dV (2) = Ac/ (Z |gi(z)|2) AV (2) < +o0.
|a]=1 U,

Ainsi pour presque tout a dans la spheére (et donc pour presque tout o € CP, disons o € CP —
N, avec u(N.) = 0), lintégrale fUU la1g1(2) + -+ + apgp(2)|72¢dV (2) est finie. En notant co =
min{c,(g1,...,9p), 1} et N = UpNey_1/y, on trouve I'égalité recherchée pour a € C? — N, ce qui
conclut. O

c

Avant de passer a la preuve du théoreme de semi-continuité général 8.11, il nous faut généraliser
la version a parametre vue dans la proposition 15.1. A nouveau, comme pour tout résultat effectif de
ce type, on ne peut espérer utiliser des log-résolutions, mais c’est le théoreme d’Ohsawa-Takegoshi
qui sera la clé :

Proposition 16.3. — Soit Q C C" un ouvert pseudoconveze borné, et soit f; € O(Q) une suite de
fonctions holomorphes convergeant uniformément sur tout compact vers f € O(2). On fire K C Q
compact, et ¢ < ci(f). Alors il existe un voisinage U de K et une borne uniforme C > 0 telle que

/ i 2dv < ©
U
pour tout i = 19 assez grand.

Démonstration. — L’idée générale est d’appliquer la proposition 15.1 aux troncatures des fonctions
fi, et de scinder les variables pour les f; et les restes afin d’utiliser le théoreme d’Ohsawa-Takegoshi.
Pour commencer, on remarque que le résultat est de nature locale, et par compacité de K, il suffit de
montrer qu'’il existe un tel U voisinage d’un point prescrit de K. On se donne donc un point zg € K
(qu’on supposera étre le point 0), puis des nombres réels ¢, ¢ vérifiant ¢ < ¢/ < ¢’ < ek (f) < co(f).
Pour k suffisamment grand, on a alors :

n n
c<d'———<d'<d<e - )
k+1 o) = 5T
On introduit ensuite la troncature p; de f a U'ordre k dans son développement en série de Taylor a
Porigine. On sait par la propriété de sous-additivité qu’on a 'inégalité : co(pr) = co(f) — i c.

Alors, par définition de cy(py), il existe une boule B’ centrée en 0, de rayon r, telle que

/ k|72 dV < +o0.
B/

A k fixé, les propriétés usuelles des fonctions holomorphes garantissent la convergence uniforme des
Di.k vers pi sur tout compact de C™. Alors, la proposition 15.1 appliquée comme dans la preuve du
théoréme 15.2 donne 'existence d’une boule B” @ B’ et d’une constante M telles que pour 7 > 7
(toutes ces quantités dépendent de k bien sir), on ait :

/ pig] "2 dV < M.

Alors, I'idée est de voir cette intégrale comme l'intégrale de la fonction 1 pour le poids 2¢” log |p; k|,
puis ensuite d’écrire p; 1. = fi — g, pour remarquer que le poids précédent est la restriction a la



METHODES ANALYTIQUES EN GEOMETRIE COMPLEXE 71

diagonale de B” x B” du poids ¢(z,y) = 2¢" log | fi(x) — ¢;.x(y)]. Le théoréme d’Ohsawa-Takegoshi
nous garantit 'existence d’une fonction holomorphe F; sur B” x B” telle que F;(x,x) = 1, et aussi :

[ e o @l @av) < 6

pour une constante C7 indépendante de i. Par les mémes raisonnements que dans la preuve de la
proposition 15.1, la borne L? montre que la famille des (F;) est normale, et donc qu’il existe une
boule B = B(0,79) € B” telle que |F;(x,y)|?> > 1/2 sur B x B, et donc pour i > ig, on a :

(16.1) | 1060 = g v @av) <4y

Par convergence uniforme de f; vers f, et comme le reste g;; s’exprime par une intégrale faisant
intervenir les dérivées d’ordre k + 1 de f;, on dispose d'une estimée uniforme |g; 1.(y)| < Co|y|**!
sur B. Alors, il suffit ensuite d’intégrer I'inégalité (16.1) par rapport & y le long des boules |y| <
(| fi(x)]/2C2)Y *+1) de mesure C|f;(2)]?"/*+1) (on 'on a donc |g; x(y)| < |fi(z)|/2, et ainsi | f;(z) —
gi.k (W)l = |fi(x)[/2) pour trouver

/ [filw)[Pr D2V (@) < s
B
Enfin, I'inégalité ¢’ — n/(k + 1) > ¢ donne le résultat attendu. O

Maintenant, nous avons tout en main pour démontrer le théoreme de semi-continuité de I’expo-
sant de singularité :

Démonstration du théoréme 8.11. — On choisit donc une suite ¢; de fonctions psh sur un ouvert

pseudoconvexe borné © C C", qui converge au sens des distributions vers ¢ € Psh(Q). On sait

L(Q) vers ¢.

On fixe un compact K C €, et par le théoreme d’approximation de Demailly, & me N* fixé, toute

base orthonormée (g; ) de H?(§2, mep;) vérifie :
Ch

1 1
(16.2) 0i(2) = — < 5—1og Y |gjmil> < sup ¢;(¢)+ —log
m = 2m ’% |¢—z|<r| m

alors, par le théoreme 2.11, ¢; converge presque partout et dans L

,r.n

pour tout z € et tout r < d(z,09). D’autre part, on sait que mjﬁﬂm Supy, ¢; < supy ¢ pour
tout compact L C € par le théoreme 2.11, et donc la famille de fonctions holomorphes (g m k), est
localement bornée.

Or, il suffit de montrer le résultat recherché pour une sous-suite : en effet, si le théoreme était
faux, il existerait une suite ¢, convergeant faiblement vers ¢ et un ¢ < cx(p) tel que pour tout
ouvert U D K, e 2%% ne converge pas vers e 2°¥ sur L'(U). Ceci signifie qu’il existe e > 0 et une
sous-suite ¢4 ;) telle que fU le=2¢¢ — e72¢¢e()|dV > ey. Alors, en prenant la suite Po(j), il n'existe
pas de sous-suite telle qu’on ait la convergence L' souhaitée.

Ainsi, quitte & extraire, on peut supposer que (g;,m.k); converge uniformément sur les compacts vers
gm.k € O(8), ainsi que ¢; converge presque partout vers ¢. Alors, en passant & la limite supérieure
dans I'inégalité (16.2), on trouve pour presque tout z € ) :

C 1

1
p(2) = — < 5—=1log > lgmil> < sup 9(Q) + —log

AN - .
n
m 2m P [¢—z|<r r
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En fixant un ouvert relativement compact ' € 2 contenant K, ’équation (11.1) garantit I'existence
d’un entier kqg(m) et d’une constante Cy(m) telle que pour presque tout z € ', on ait :
1 k?o(m)
2
¢(2) = Cq(m) < %log Z |G k|-
k=0
Alnsi, pour ¢ < ¢k (), il existe un voisinage U de K tel que
ko(m)
/( Z |G, ?) ™AV < 62504(’”)/ e 2P dV < +o0.
U 1o U
Pour m assez grand, on a ¢/m < 1/2 et alors la proposition 16.2, ou plutét sa preuve, montre qu’il
. o . e s . .z ko(m) N "
existe une combinaison linéaire appropriée > ,° " am kgm, i avec (apm, k)r dans la sphere unité de
Cho(m)+1 telle que

) —2c¢/m

k:()(m
/ Z O, kGm, k Vv < 05(m)/ e 2°dV < +oo
Ul k=0 U

ot C5(m) est une constante qui ne dépend que de m. On pose alors

ko(m)

fj,m = § Am, kGj,m, k>
k=0

c’est un élément de la sphere unité de I'espace H2(£2, my;), et bien siir, f;,,, converge uniformément
vers fp,, = I,zoz(én) O k9m,k, cette derniere fonction vérifiant fU |fm\720/de < +o0. Alors, la
proposition 16.3 montre que pour tout ¢ < ¢, et K C U’ € U, il existe une borne uniforme
Jor |fj7m|_2“//de < Cg(m), pour j > jo assez grand. D’autre part, comme [, |fjm|*e™>"%7dV <

1, I'inégalité de Holder appliquée aux exposants p =1+ m/c et ¢ =1+ ¢/ /m s’écrit :

e I e o
! UI

. m/(m+c)
([ Vsl 2mar) < Cr(m)
U/

pour j > jo. Comme ¢, ¢’ sont arbitraires avec seule contrainte ¢’ < ¢ < ¢k (), 'exposant mc’/(m+
') peut étre pris aussi proche de cx(¢) que l'on veut en prenant m grand, et donc pour j > jo(€),
on a bien cx(p;) = cx(p) — €.

On fixe maintenant ¢ < cx(¢), et on prend § > 0 tel que (1 + d)c < cx(p). Alors par les inégalités
précédentes, on sait que la famille (e=2¢(1+9)%s) - . ) est bornée dans L'(U) pour U un voisinage
suffisamment proche de K. Autrement dit, la famille (e72%¢7) ;5 ; (5) est bornée dans L'™(U), donc
on a l'inégalité suivante :

/ 672c<p]~ dv = / 672(1+5)c<p]‘ e2c§g9j dv
UNn{e™2?i>M} Un{e 2?i>M}

< M—5/€—2(1+6)c¢jdv
U

N

= CgM76
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pour j > j1(8), avec Cg indépendante de j. Ceci montre que la suite (e=2¢%i )j>j1(5) est équiinté-
grable, et comme U est de mesure finie, cela implique que cette suite converge dans L'(U). Enfin,
comme sa limite ponctuelle est e~2°?, c’est également sa limite au sens L'. O
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PARTIE VI
METRIQUES DE KAHLER-EINSTEIN SUR LES VARIETES DE FANO

On entre maintenant dans un paysage mathématique assez différent, car on va considérer la géo-
métrie complexe sous ’angle de la géométrie différentielle, et non plus en tant que telle.
Le probleme général est de résoudre une certaine équation (aux dérivées partielles) de nature géomé-
trique, intervenant dans la théorie de la relativité générale, liant la coubure de Ricci d’une certaine
métrique a cette méme métrique. Dans le cadre kédhlerien général, on ne sait pas toujours dire s’il
y a une solution ou pas, mais dans de nombreux cas, on connait 'existence de solutions, ou au
moins des criteres d’existence. Bien sir, la question de I'existence de métriques de Kéhler-Einstein
constitue un pan entier de la géométrie différentielle, et nous ne ferons qu’effleurer ce domaine.
Les principales références pour cette derniere partie sont [Bes08] et [Tia00].

17. Position du probléme

Il s’agit maintenant de rentrer dans les détails du probleme de I'existence de métriques de Kéahler-
Einstein, et de préciser quel sous-probleme nous allons aborder, et en un certain sens, résoudre.
On va commencer par donner quelques rappels de géométrie différentielle élémentaire, mais avant
tout, nous rappelons le lemme du 90 dont I'usage est systématique par la suite :

Lemme 17.1 (lemme du 90). — Soit X une variété kihlerienne compacte, et w une (p, q)-forme
d-fermée. Si w est O-exacte, alors il existe une (p — 1,q — 1) forme ¢ telle que w = 0.

Démonstration. — Tout d’abord, par un argument de types, w est 0- et O-fermée. D’autre part,
il existe par hypothese une forme 7 de type (p,q — 1) telle que w = 9n. On applique ensuite le
théoreme de Hodge a l'opérateur elliptique d pour obtenir une décomposition :

n=a+0p+09%

ol € ji%(p’q), BeC®(X, Q511 vy e coo(X, 0% 7). Comme X est kihlerienne, on a égalité
des laplaciens Az et Ap, ce qui implique la décomposition :

w = 00B + 00*.
D’autre part, I'identité kihlerienne [A,d] = —id* implique que 8*0 = —idAJ = —d9*, et donc on
trouve :

w=—00B — 0*0n.
Enfin, comme 0w = 0, on a 39*0y = 0, mais Kerd N Imd* = {0}, car si u = 9*v est dans
lintersection, (u,u) = (v, 0u) = 0. Ceci conclut. O

Nous donnons maintenant assez brievement les définitions des objets fondamentaux pour la suite :
tenseur de Ricci, classe de Chern, métrique de Kéhler-Einstein.
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17.1. Le tenseur de Ricci. — Pour commencer, il y a deux maniéres de définir le tenseur de
Ricci dans le cadre d’une variété kéhlerienne. Tout d’abord, on peut voir la variété kéihlerienne
(X,w) comme une variété riemannienne (X, g) ot g est la métrique induite sur Tr X par la forme
de Kahler. Alors, (X, g) posséde un tenseur de courbure (riemannien) R défini par

R(X,Y)Z =VxVyZ —NyVxZ -V xy|Z
et qu’on peut étendre par C-linéarité & Te X = Tr X ® C.
On note R(X,Y, Z,T) = g(R(X,Y)Z,T).
Alors, on définit en géométrie riemannienne le tenseur de Ricci de g (ou ici de w) par la formule :
Ric(X,Y) =Te(Z — R(Z,X)Y).

On définit donc ainsi un 2-tenseur symétrique.

On se place maintenant du point de vue de la géométrie complexe.

Localement, on a donc des coordonnées z1, ..., 2z, de X, et donc un repere ( o 0 o 90 )

0217 0Z1° """ 0zyp? 0Zp

de T X. La structure complexe de X donne un endomorphisme J de T X tel que J? = —id. Etendu

par C-linéarité, J est donc diagonalisable dans la base locale précédente, avec :

0 0 0 0
J(azj)”azj ot J(az)—‘@azj'

Notons d’autre part ([Voi02], thm 3.13) qu'une métrique g est kéhlerienne si et seulement si ’en-
domorphisme J est plat pour la connexion de Levi-Civita, c’est-a-dire si et seulement si pour tout
champ de vecteur X, on a V(JX) = JVX.

En étendant g & Tc X par C-linéarité, la compatibilité de J : g(X,Y) = g(JX, JY'), montre que que

les seuls éléments de la base précédente non orthogonaux deux a deux sont les % et %. Ainsi, on
i Zj

note :
L o 0
9ii =9 0z’ aij ’
Remarque 25.

Une remarque importante est que la métrique étendue devient seulement une forme bili-
néaire symétrique non dégénérée sur Tr X, et posséde des vecteurs isotropes. Pour définir
une métrique hermitienne, il faut donc se restreindre & ’espace T1:0 X (il possede une struc-
ture holomorphe), oli I'on peut poser h(X,Y) = g(X,Y) (rappelons que la conjugaison est
définie sur Tc X = Tg ® C par R-linéarité en posant Y @ A :=Y ® 5\)

Alors, le fait que J soit paralléle montre que R(X,Y)JZ = JR(X,Y)Z, et donc R(X,Y,JZ,JT) =
R(X,Y,Z,T). Ceci implique que si Z et T sont de méme type, alors R(X,Y, Z,T) = 0. Par les sy-
métries du tenseur de courbure, les seuls termes non nuls sont les :

o o0 o0 0
R'iiZR a. ' a= ' a. " o= N
Khe <(')zi 0z;" 0z, 8zl>

Alors, en notant g le (i, j)-eme coefficient de la matrice (g;;)~!, un calcul montre que

%95 095 i

Ri;k[ - 782]@82[ g 0z, 0% '
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On définit alors le tenseur de Ricci, qu’on notera Ric, comme étant la trace de ’endomorphisme
Rkl_'

Remarque 26.
Siwg = %ij g;5d%;j N dZ, on définit la forme de Ricci : Ric(w) = %Zj,k Rjpdzj A dzy.

Il n’est pas tres difficile de voir que les deux tenseurs de Ricci introduits coincident. Pour faire le
lien entre les deux, le point de départ est de choisir une base orthonormée e, ..., eq, de TR X telle
que Je; = e,q; pour i € {1,...,n}. A partir de cette base, on peut construire une base unitaire
Uty ..., Uy (1€ g(uk, W) = 0;) en posant uy, = %(ek —iJey), et alors quelques calculs (n’utilisant
essentiellement que la premiére identité de Bianchi pour R) montrent que Ric(uyg, @) = Ric(eg, ex),
donc les deux objets introduits sont bien les « mémes ».

Ouvrons une petite parenthese pour donner le lemme élémentaire suivant, qui est tres souvent
utilisé :

Lemme 17.2. — Soit A un endomorphisme d’un R-espace vectoriel E de dimension n muni de g,
une forme quadratique définie positive. Si (€;)1<icn €St une base de E, et si G désigne la matrice
de g dans cette base, alors :

Tr A= Z )i,jg(Aei, ;).

Démonstration. — Par définition, on a g(Aej, e;) = (G- A); ;, donc A, ; = (G- (g(Aer, ex))k,1)i
et le résultat s’ensuit. O

Alors, en notant ¢ le (i,7)-0me coefficient de la matrice (9:7)"", on a donc la formule (la
sommation étant comme d’habitude tacite) :

_g 8 gzg ij st’agsj ang
02,07 Oz, 07
On voudrait avoir une expression plus agréable du tenseur de Ricci, au moins en coordonnées.
La proposition va dans ce sens :

(17.1) Ricy; =

Proposition 17.3. — Le tenseur de Ricci s’exprime dans des coordonnées par la formule :
2
Ricy = —=———(logdet g;7).
kl azkazl( g gzg)

Remarque 27.

On peut voir directement que ’expression — azaaZl (log det gz]) est intrinseéque, car un chan-
gement de base fait apparaitre un terme logdet(* PP) = log|det P|? annulé par W’ P
étant holomorphe .
Démonstration. — On note Gy, ..., G, les colonnes de la matrice G. Alors :
0? 9 fogdetg) = 1 9*(detg) 1 O(detg) O(det g)
(0] (§ — .
021,07 gaety detg 0z,0% (detg)?2 0Oz 0z
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Or, on a, par multilinéarité puis grace aux formules de Cramer :

1 O(detg) 0G;
dethZk = Zidet Gl,.“,0171787216’G1+17“.7Gn)
= i (G-l- aGi)
i=1 Oz / ;
- ¥ gﬁ%
1<i,j<n 92

Ainsi, on peut poursuivre le calcul :

1 0?%(detg) 1 9 i799:5
detg 0230z  det g Z 0z <det 99 0z >
*89 i 50057 99,3 99" 993
— st ZJst a5 ~Jv) 2] J J
ijzstg 0z g 0z, Jrizj 02,07 Z 0z Oz,

Avant d’aller plus loin, simplifions ce que nous pouvons :

(log det g) Z 9” %95 Z 8g,ij 9935

2
8zk8zl

62k621 6zl 8Zk
et done, via la formule (17.1), tout ce qu’il nous faut montrer est 'identité suivante :

89 i agzi . ij S{agsﬁ 8gif
_Z 97 Oz > 9 Oz, 07

0,585t

Pour ce faire, on écrit GG~ = id7 donc en dérivant, on obtient :
3G*1 o 18G !
851 07

d’ot1 en prenant les composantes :

8915 5 t_] gst
0z o Z azl

et ainsi : ‘_'
Z ag” aglj _ Z iggtj agsg ag,&
0z, Oz - 0z, Oz
,,8,t
ce qui conclut apres réordonnement des indices, g étant symétrique. O
Remarque 28.
11 existe de ce résultat une preuve plus conceptuelle, expliquée dans [Bes08].
Corollaire 17.4. — La forme de Ricci, Ric(w), d’une variété kihlerienne (X,w) est une (1,1)-

forme fermée qui ne dépend que de la structure complexe de X et de la forme volume associée de
la métrique kdhlerienne.
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Passons maintenant & un autre objet fondamental, les classes de Chern, et plus particulierement
la premiere classe de Chern. Il ne s’agit pas de les redéfinir ici, mais seulement de rappeler leurs
propriétés importantes pour la suite.

On part donc d’une variété kihlerienne (X,wy) (mais en fait, tout est purement différentiel, et
en un sens méme algébrique) et on considére son tenseur de courbure R. On peut considérer
R = R(X,Y) comme une 2-forme (réelle), de type (1,1), et & valeurs dans le fibré vectoriel des
endomorphismes anti-hermitiens de T'X, ce dernier étant canoniquement isomorphe (la métrique g
est fixée) & AVITX.

Alors, on s’intéresse au polynome det(] + t38) = 1+ ¢ (R)t + co(R)t? + -+ . Alors ¢,(R) est une
forme réelle de type (p,p) appelée p-éme classe de Chern de R.

Pour la suite, on se concentre sur la premiere classe de Chern ¢;(R) = Tr(%)
Théoréme 17.5. — Soit (X,w une variété kihlerienne, alors la premiére classe de Chern ¢q(R)

vérifie les propriétés suivantes :
(i) c1(R) est fermée, et [c1(R)] € H*(X,R)N HY1(X,C);
(1) [e1(R)] ne dépend pas de la métrique g, on note cette classe c1(X) ;
(iii) c1(X) est représentée par la (1,1)-forme LRic(w).
Démonstration. — On regarde rapidement les deux derniers points :
1 _ .-
ca(R) = Tr(%Rklf)dzk Ndz = 7%88 log det(g47),

et donc

det(g;d—)
D’autre part, si f : U — V est lisse entre deux ouverts de C”, alors pour toute (1, 1)-forme w sur

V, on a det(f*w) = f*(detw) = Jy det(wo f), donc la quantité 2 a bien un sens pour w,w’ des

c1(Ry) —c1(Ry) = —%3510g (dm(gkl)> )

(1,1)-formes sur une variété complexe.

Ainsi log (ii:gg’ﬁg) définit bien une fonction sur X, ce qui conclut pour le deuxiéme point. O
ki
17.2. Métriques de Kihler-Einstein. — On va maintenant commencer & décrire le probleme

de I'existence de métriques de Kéhler-Eistein, avant, dans la partie suivante, de donner un critere
dans le cas ot X est de Fano.
Tout d’abord, un notion importante est celle de classe positive :

Définition 17.6. — On dit que ¢;(X) > 0 (resp. ¢1(X) < 0) si ¢1(X) peut étre représentée par
une forme positive (resp. négative). On dit que ¢;(X) = 0 si la premiere classe de Chern ¢;(X) est
cohomologue a 0.

La notion précédente a bien un sens, car une classe ne peut étre a la fois positive et négative :
en effet, un classe positive vérifie (dans le cas compact par exemple) [y ¢1(X)" > 0 (I'intégrale ne
dépend pas du représentant de ¢;(X) bien sir).
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Définition 17.7. — Une métrique kihlerienne w sur une variété complexe X est dite de Kéhler-
Einstein si la forme de Ricci est proportionnelle & la forme de Kéahler :
Ric(w) = Aw

pour un certain réel .

Remarque 29.
Comme pour tout réel p > 0, Ric(ug) = iRic(g), on peut se ramener aux trois cas A =
~1,0,1.

Le probleme de l'existence de métriques de Kéhler-Einstein est un probleme tres difficile en
général. Analysons d’abord quelques conséquences de 'existence de telles métriques.
Tout d’abord, 'existence d’une métrique de Kéhler-Einstein implique que la classe de Chern c¢; (M)
a un signe (éventuellement nul) imposé par celui de A, ce qui n’est pas le cas pour des variétés
générales.
D’autre part Ric(w) = w, alors en particulier, w et Ric ont méme classe de cohomologie, et en
particulier, [w] = 71 (X).
Inversement, on peut se demander si pour une forme donnée 2 représentant mci(X), il existe
une métrique kihlerienne w telle que Ric(w) = Q. Ou mieux encore, si, données une forme ¢
représentant mey(X), et une classe de cohomologie [a] € H?*(M,R) N HYY(M,C), il existe une
métrique kihlerienne w telle que w € [a], et Ric(w) = Q.
Cette question a été soulevée par Calabi, et résolue par Yau dans les année 70 :

Théoréme 17.8 (Calabi, Yau). — Soit X une variété kihlerienne compacte, et [o] € H*(M,R)N
HYY (M, C). Si) est une forme représentant wcy(X), alors il existe une unique métrique kihlerienne
w € [a] telle que Ric(w) = Q.

11 s’agit 1a d’un théoreme difficile, riche de conséquence, et que nous n’allons pas démontrer. Ce
qui est intéressant dans ce théoréme, qui a ’air plus bien plus faible qu’un théoreme d’existence de
métrique de Kéhler-Einstein, c’est que sa démonstration est proche, mais plus technique que celle
du théoreme suivant :

Théoréme 17.9 (Aubin, Yau). — Soit X une variété kihlerienne compacte avec ¢1(X) < 0,
alors il existe une unique métrique de Kdhler-Einstein w avec Ric(w) = —w.

Le noyau commun dans la preuve de ces résultats est ce qu’on appelle la méthode de continuité,
que nous allons expliquer dans le paragraphe suivant.

Considérons maintenant le cas d’une variété X vérifiant ¢;(X) > 0. Si une telle variété admet

une métrique de Kéhler-Einstein, alors nécessairement il existe une métrique kahlerienne w telle
que Ric(w) = w.
Or, localement, si w = & 3~ w;zdz; Adz, alors Ric(w) = — 588 1og det(w,;,) est la forme de courbure
du fibré en droites K;Cl = detTx muni de la métrique detw. Donc une condition nécessaire a
I'existence de métriques de Kéhler-Einstein est que K)_(1 soit positif, donc ample par le théoreme
de Kodaira. Ainsi, il faut que X soit une variété de Fano.
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18. La méthode de continuité

Maintenant que le cadre est fixé, a savoir X est une variété kihlerienne compacte de Fano, on
peut étudier la question de I'existence de métriques Kéhler-Einstein.
Par le théoreme de Kodaira, on sait qu’il existe une métrique hg sur K )_(1 dont la forme de courbure
Op = %D,%O est définie positive. Comme Oy € ¢1(X), le théoreme de Calabi-Yau montre qu’il
existe une métrique kihlerienne wy € ¢1(X) telle que Ric(wp) = Op.
Comme wy et O sont des (1, 1)-formes ayant méme classe de cohomologie, le lemme du 99 rappelé
au début de la partie VI montre I'existence d’une fonction lisse f vérifiant

wo = O + i@éf.

Or, nous sommes a la recherche d’une éventuelle métrique kéhlerienne w dans la méme classe de
Kéhler que wq, donc s’écrivant w = wg + %859@, et vérifiant Ric(w) = w. En mettant ensemble
toutes ces équations, on obtient :

.- - T oz T .=
—%aalog(det w)=w=06+ %88(4,0 +f)= —%08 log(det wp) + %88@0 +f),

ou encore sous forme condensée :

= det w

00 log (—I—(p—i—f) =0.
det wy
Sous cette forme, 'avantage est que le terme en log est bien défini globalement comme nous 1’avons
déja remarqué dans la preuve du théoreme 17.5.
D’autre part, on sait qu’il n’y a pas d’autres fonctions pluriharmoniques (méme psh d’ailleurs) sur
une variété compacte que les fonctions constantes. Ainsi, ’équation a résoudre se transforme en :
((JJO —+ i@égp)”
wo

&) log +e+f+C=0

ou C est une constante. Alors, la constante étant arbitraire, on choisit de normaliser ¢ en imposant
la condition d’orthogonalité aux fonctions constantes : [ ¢wg = 0.

L’idée majeure ici, et qui constitue ce qu’on appelle la méthode de continuité, consiste, au lieu de
chercher a résoudre directement cette équation, a considérer une famille (&;) indexée par le compact
[0,1] d’équations du méme type, olt & a une solution triviale, et ot & = &£. En quelque sorte, on
réalise une homotopie entre une équation triviale et notre équation.

La stratégie, divisée en deux, est de montrer que ’ensemble 7 des t tels que & admet une solution
est un ouvert de [0, 1], puis ensuite d’étudier une condition suffisante de fermeture de .7. Rentrons
dans les détails : pour ¢ € [0, 1], on consideére donc ’équation suivante, dont I'inconnue est le couple

(01, Cy) =

wo + i@é t n
(&) log % +t(pe + f)+Cr =0, prwg =0
W X
Il est alors clair qu’on remplit les conditions d’« homotopie »mentionnées ci-dessus, en prenant
(¢0,Co) = (0,0) pour Iéquation &y.
Il nous faut maintenant voir que I’ensemble des temps pour lesquels il existe une solution est un
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(wo+ 5= 00)™

ouvert de [0, 1]. Pour cela, on linéarise 'opérateur elliptique ¢ — log o +t(W+ f)+ Ch,

ce qui donne 'opérateur linéaire :
1
T:(,C)r— %Awt¢+tw+c

ol wy est la métrique kéhlerienne w; = wp + %85% (implicitement, on impose dans ’équation &;
que w; soit une métrique; sinon le terme en log devient infini, et il n’y a alors pas de solution).
Peut-étre pouvons dire en un mot pourquoi le linéarisé est bien celui donné : tout d’abord, tout se
passe en un point donc on peut supposer que (en oubliant les facteurs %) two = Y. dz; Adz;. Alors,
a l'ordre 1, on a

(wo + 0OY)™ = wf +ndIY A wl ™! + termes quadratiques
Or,

00 =" AT Adz
T LBz,

donc le calcul devient :

n—1 n 2
= wy B 0% _ _
i=1 p,q P74 J#i
_ oy P
P 0z;dz; n!
= Ay
n!

En multipliant par n!, on retombe sur le résultat annoncé, sachant que log(l + x) = = + O(z?)
quand x tend vers 0.

11 reste a voir, grace au théoreme d’inversion locale (et modulo quelques détails tres bien traités
dans [Tia00]), que T induit induit un isomorphisme entre C5™?(X) ® R — C*(X), olt le L signifie
lorthogonalité aux fonctions constantes. Nous n’allons pas détailler non plus Pargument ici (il néces-
site de Panalyse fonctionnelle poussée), mais seulement donner les éléments de nature géométrique
permettant d’appliquer les techniques d’analyse fonctionnelle comme les estimées de Schauder.
Ainsi, il nous suffit de justifier pourquoi les valeurs propres non nulles de —%Awt sont > t. Pour
commencer, on calcule Ric(w;) = 5-00logdet w; = O¢+1t5-00(p;+ f) = Og+t(w; —wo+wo—Op) =
tw: + (1 — t)Og (on remarque ici pourquoi considérer précisément ’équation & est un bon choix;
il semblerait d’ailleurs que Aubin ait été le premier & considérer I'interpolation linéaire t(¢; + f)).
Ainsi, Ric(w) > tw; pour tout ¢ < 1. Or, on dispose (d'un corollaire) de la formule de Bochner,
valable pour toute 1-forme «, & une métrique riemannienne g fixée (on prendra celle donnée par w;
bien siir), et pour V la connexion de Levi-Civita :

(Aa, o) = ||Val||? + Ric(a, @)

ou Ric est vu ici comme la forme quadratique induite par Ric(g) (ou la forme hermitienne définie
positive Ric(w;) dans notre cas) & A'T*X. Ainsi, en prenant pour o une (0, 1)-forme non nulle,
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et en supposant que cette forme est dans E%'()\), I'espace propre de —%Awt (agissant sur les
(0, 1)-formes) pour la valeur propre A, on a :

IAllled* > Ric(a, @) > tf]a|?

ce qui montre que les valeurs propres non nulles du laplacien renormalisé, agissant sur les (0, 1)-
formes, sont toutes > t.

Enfin, si f est une fonction propre du laplacien renormalisé, avec valeur propre \, alors comme 0
commute &4 A (nous sommes sur une variété kithlerienne compacte), on a soit df = 0, donc f est
constante, et A = 0, soit Jf est vecteur propre du laplacien agissant sur les (0, 1)-formes, et donc
|A] > t.

On passe maintenant a la condition de fermeture.
On admet qu’une condition suffisante pour la fermeture de .7 est 'existence d’une borne uniforme
[|Pt]lco < Cte, pour la famille de fonctions ¢; = tp; + Ci. Or, la famille (¢;); est dans I’espace
P5(X) considéré dans la section consacrée aux fonctions quasi-psh, et donc par le corollaire 3.3, on
a:

sup ot < Cte  donc  sup ¢y < Cy + Cte.
X X
Or, grace a la proposition (plutét difficile) 2.1 de [Siu88], on a 'inégalité suivante :
sup(—@;) < (n+€)sup py + Ae,
X X

ol € > 0 et A, est une constante qui ne dépend que de €. Ceci montre, en combinant avec I'inégalité

précédente, que supy(—@:) < (n+ €)Cy + AL. 1l faut donc chercher un controle sur les Cy, et pour
_we
(wot 55 0dpe)™?

/wg:/ (wo—l—la&pt) :/ e~ Ptiyn,
X X 2m X

L’idée est alors d’introduire un nouveau parametre v €]0, 1[, qu’on prendra suffisamment proche de
1 ensuite. Tout d’abord, on écrit e~ Pt=tf < Ctee(rt1=7)(=%1) L Cte e(1=7)suPx (=Pe) o =7t Alors,
en intégrant cette inégalité, on obtient :

/w(’f < Cte e(lfv)supx(*@)/ e TPD
X X

cela, on part de leur « définition » : ePr+tf = et donc :

< Cte, e1-Dm+Ce / TP
X

< Cte 6(177)("“)@6*7@/ e TPl
b

Or, vy — (1 —v)(n +€) > 0 si et seulement si v > —2=¢ . Ainsi, en prenant v €]-2=, 1, la quantité

n+1+e T—l—l’
précédente est > 0 pour e suffisamment petit. On fixe alors un tel ¢, dépendant tout de méme de

~. En renversant les inégalités, on obtient :

C, < B; log/X e 1Pl + B,’Y’
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avec des constantes B;, Bi/’ ne dépendant plus que de ~. Ainsi, la condition de fermeture de 7 est
assurée des lors qu'il existe une borne uniforme pour les intégrales

/ e Ml te 7,
X

pour un certain vy €] 55, 1.

19. Critére de Nadel sur ’existence de métriques de Kéhler-Einstein

On vient d’obtenir un critere suffisant de fermeture de 7, donc d’existence de métriques de
Kéhler-Einstein. Seulement, ce critere n’est pas forcément tres utilisable tel quel, et nous allons don-
ner une version géométrique de critere, qui est sa reformulation en terme d’idéaux multiplicateurs.
Ensuite, grace au théoreme d’annulation de Nadel, nous donnerons d’autres criteres géométriques
(ou cohomologiques, selon le point de vue) d’existence de métriques de Kéhler-Einstein.

Voici I’énoncé :

Théoréme 19.1 (Critére d’existence de métriques de Kihler-Einstein)

Soit X une variété kihlerienne compacte de Fano, de dimensionn. Soit G un sous-groupe compact
du groupe Aut(X) des automorphismes complezes de X. On suppose que X n’admet pas de métrique
de Kdhler-FEinstein G-invariante; alors nécessairement, K;(l posséde une métrique hermitienne
singuliere G-invariante h = hge™% (avec hg métrique lisse G-invariante, et ¢ une fonction G-
invariante intégrable.) telle que :

(1) h a un courant de courbure semi-positif :
On = ——8Blogh = Oy + ——0dp > 0.
2m 2m

(2) Pour tout v €], 1, Uidéal multiplicateur S(yp) n'est pas trivial : 0 & A(vp) & Ox.
Démonstration. — X est de Fano, donc il existe une métrique kahlerienne wy = %85 log hy ! (ho
correspond & une métrique hermitienne sur K x & courbure négative). Quitte & moyenner hg, on peut
supposer que wqg est G-invariante. Comme on cherche par ’équation & des métriques G-invariantes
wr = wo + i&‘égpt, on peut supposer que les y; sont également G-invariantes.

D’apres 'hypothese, J n’est pas fermé, donc il existe to € [0, 1], appartenant & 7 \ .7, et une suite
t, € 7 tendant vers o, et vérifiant pour tout v €] 15, 1[, la condition :

lim e Vtven, wy = +00.
k—+oo Jx
Or, (¢, ), est une suite d’éléments de H(X), donc par le théoreme 3.2 il existe une sous-suite

(¢t )p qui converge dans L'(X) vers une fonction . Ainsi, O, = wo + 5=09¢y,, converge

. _ v(p)
faiblement vers © = wy + 5-00¢ > 0, ce qui montre le premier point.
On peut ensuite appliquer le théoréme de semi-continuité 8.11 & ¢ et au compact X tout entier (¢

étant quasi-psh, on écrit ¢ = ¥ + f ou ¥ est psh et f lisse, et on applique le théoreme a v, puis on



84 HENRI GUENANCIA

peut ensuite rajouter des facteurs e=2¢f dans les intégrales, qui ne jouent aucun role bien siir), ce
qui garantit que

(19.1) / e 1%l = +oo,  pour v vérifiant LI v < 1.
X n+1

Cela mérite peut-étre une breéve justification : supposons par I'absurde qu’une de ces intégrales
1[. Alors on aurait 2cx(¢) > 7to, mais pour ¢ < cx (), on

_n_

nt+io
a que e 2Pt () converge en norme 1 vers e~ 2°?, donc il y a une borne pour p assez grand :
||e_2w‘V<P> [l1 < M(c). On choisit alors n/(n+ 1) <" <4’ <, et alors, pour p assez grand, on a
Y'typy < Y'to < 2cx (), et donc ||6_7”t”<p)w”“°) [l1 < M(v'), ce qui contredit (19.1).

Ainsi, comme ty < 1, on a encore fX e owl = 400 pour tout v E]HLH,
H(vp) # Ox. Enfin, pour voir que 'idéal multiplicateur n’est pas nul, on choisit un point z tel que
p(x) # —o0, et on applique le théoreme d’Ohsawa-Takegoshi & {z} (vue comme sous-variété d’une
petite boule autour de z) et & la fonction 1, ce qui conclut. O

soit finie pour un certain v €]

1[, ce qui montre

Pour résumer, nous avons en fait deux criteres, qui ont été regroupés en un seul pour plus de
concision.
Le premier est utile lorsqu’il existe de gros groupes d’automorphismes : alors, I’absence de métrique
de Kéhler-Einstein (en particulier I’absence de telles métriques G-invariantes) implique lexistence
d’une métrique G-invariante & courant de courbure semi-positif sur K.
Le second, comme nous allons le voir dans les résultats suivants, est de nature géométrique : ’ab-
sence de métriques de Kéhler-Einstein implique I'existence d’une famille de faisceaux d’idéaux non
triviaux. Le point clé est que les faisceaux en question ont des propriétés trés particulieres, et en
considérant leur support, on va obtenir des sous-schémas assez particuliers. C’est ’objet du corol-
laire suivant :

Corollaire 19.2. — Soient X, G, h, ¢ comme précédemment. Alors, pour tout y €] 1}, on a :

(i) Le faisceau d’idéauz multiplicateurs () vérifie
HUX,7(yp) =0 Vg=1.

_n_
n+17

1) Le sous-schéma fermé V., associé au faisceau structural Oy, = Ox [#(vp) est non vide, distinc
i1) L hé :V, € ' tructural Oy, = Ox /I t ide, distinct
de X, G-invariant, et vérifie :

Csig=0,

0 sinon.

H(V,,0y.) = {

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le théoréme de Nadel au fibré en droites L = K;Cl, muni de
ma métrique hermitienne h., = hoe™ ¥, car la courbure de cette métrique est ©, = ©q +’yi85<p =
¥On + (1 = 7)8¢ = (1 — 7)wo > 0.

Quant au second point, on commence par écrire la suite exacte

0—=Avp) - Ox = Oy, =0

en remarquant que d’une part,
Hq(Xv(DX):O Vq}lv
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grace au théoreme d’annulation de Kodaira appliqué a L = K;(l ample (X est de Fano); d’autre
part,

HY(X, I (yp)) =0
car comme nous I'avons vu dans la preuve du critere de Nadel, [ € 7Pw{ = +00, donc les constantes
non nulles ne sont pas dans H°(X,.#(v¢)); et enfin,

HY(X,5(y¢)) =0 Vg >1
par le premier point. O

A partir de ce résultat, on sait décrire beaucoup de cas ou le critere s’applique pour donner
I'existence de métriques de Kéhler-Einstein. Les conditions peuvent alors porter sur la dimension
(en particulier 2,3), sur le groupe de Picard (on demande qu'’il soit engendré par Kx'), ou encore
sur le groupe G choisi (orbites suffisamment grandes, pas de morphismes de G vers 24,25, G5, ...).
Pour ce genre de résultats, on renvoie & [Nad90], ou & [DKO01] pour une approche faisant intervenir
des nombres d’intersection.

Pour finir, voici un critere garantissant I’absence de sous-schémas du type V., de dimension 0 :

Proposition 19.3. — Tous les sous-schémas V, sont connexes. En particulier, si G n’admet pas
de points fizes, alors V., ne peut étre de dimension 0.

Démonstration. — Le premier point est une reformulation de 1’égalité H O(VA,, Ov,).

Quant au second, si dim V, = 0, alors V,, est réduit & un point x. Mais alors, on sait que I’action de G
sur X se restreint a V, : en effet, si z € V,, alors pour tout voisinage U de z, on a fU e "Pwy = +oo0,
et comme @, wy sont G-invariantes, on a aussi pour tout g € G, grace a la formule de changement
de variable : fg(U) e ¥wl = 400, et donc g.x € V.

D’autre part, il existe g € G tel que g.x # x, mais on doit aussi avoir g.z € V,,, c’est absurde. [
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